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Einleitung

Die Quantenmechanik ist von zentraler Bedeutung fiir unser Verstand-
nis der Natur. Schon einfache Experimente zeigen, wie wir sehen werden,
dass das klassische deterministische Weltbild mit seinen wohldefinierten
Eigenschaften der Materie inkorrekt ist. Am augenscheinlichsten tritt dies
auf mikroskopischer Skala zutage, in der Welt der Atome und Elementar-
teilchen, die man nur mit Hilfe der Quantenmechanik beschreiben kann.
Aber natiirlich ist auch die makroskopische Welt quantenmechanisch, was
z.B. bei Phdnomenen wie dem Laser, der LED, der Supraleitung, Ferroma-
gnetismus, bei der Kernspinresonanz (MR in der Medizin), oder auch bei
grofien Objekten wie Neutronensternen wichtig wird.

Einer der zentralen Punkte der Quantenmechanik ist, dass nur Aussagen
tiber Wahrscheinlichkeiten gemacht werden konnen, anders als in der klas-
sischen deterministischen Physik, in der man das Verhalten einzelner Teil-
chen mittels der Bewegungsgleichungen vorhersagen kann. Die entspre-
chende Bewegungsgleichung in der Quantenmechanik, die Schrodinger-
gleichung, beschreibt statt deterministischer Orte sogenannte Wahrschein-
lichkeitsamplituden.

Die Vorhersagen der Quantenmechanik und ihrer relativistischen Verall-
gemeinerung, der Quantenfeldtheorie, haben bisher jeder Uberpriifung
standgehalten, in letzter Zeit auch auf immer praziserer atomarer Ebene,
die zuvor oft nur Gedankenexperimenten vorbehalten war. Die Struktur
der Quantenmechanik macht ihre ,, anschauliche” Interpretation (und da-
mit ein anschauliches Weltbild !) zu einer schwierigen, aber auch extrem
interessanten Herausforderung, deren Fragen weiterhin Gegenstand aktu-
eller Forschung sind. In den letzten Jahren hat es eine stiirmische Entwick-
lung in der Anwendung der experimentell immer besser beherrschbaren
fundamentalen Quantenmechanik gegeben, z.B. fiir die Quanteninforma-
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tionstheorie, mit zum Teil spektakuldren Experimenten (,,Quantentelepor-
tation”), die zentral die nicht-lokalen Eigenschaften der Quantenmecha-
nik nutzen. Grundlegende quantenmechanische Phanomene werden auch
tiir speziell konstruierte Anwendungen immer interessanter, wie etwa die
Quantenkryptographie oder Quantencomputer.

Diese Vorlesung vermittelt eine Einfiihrung in die Quantenmechanik. Wir
werden zundchst einige grundlegende Experimente besprechen und se-
hen, dass ihre Resultate uns zum Verlassen der klassischen Physik zwin-
gen. Sie fithren auch zur Struktur der Quantenmechanik. Auf diesen Grund-
lagen aufbauend werden wir die Schrodingergleichung behandeln und
mit ihrer Hilfe quantenmechanische Probleme wie Potentialtopfe, den har-
monischen Oszillator und das Wasserstoffatom berechnen, sowohl exakt
als auch mit Ndherungsverfahren.

Wegen der begrenzten zur Verfligung stehenden Zeit miissen in dieser
Vorlesung viele Aspekte unbeleuchtet bleiben. Es wird daher empfohlen,
auch Lehrbiicher zur Ergdnzung und Vertiefung des Lehrstoffes zu benut-
zen, von denen im Folgenden einige angegeben werden.

Die benétigte und zum Teil ungewohnte Mathematik wird im Anhang
dieses Vorlesungsskripts besprochen und in den ersten Wochen parallel
behandelt. Fiir das Verstiandnis der Quantenmechanik und zum Erlernen
quantenmechanischer Rechnungen ist das selbststiindige Lisen der Ubungs-
aufgaben besonders wichtig.

Zum Schluss dieser Einleitung noch ein Ausblick auf weitere Vorlesungen:
Die Behandlung der Quantenmechanik, hinsichtlich Anwendung, Metho-
den und Interpretation, wird in der Vorlesung Fortgeschrittene Quanten-
mechanik fortgesetzt. Da die Schrodingergleichung das Verhalten von En-
sembles einzelner Teilchen beschreibt, muss man den Formalismus fiir die
Behandlung von Systemen vieler Teilchen erweitern. Die Fortgeschritte-
ne Quantenmechanik wird eine Einfithrung in diese sogenannte Zweite
Quantisierung vermitteln. Ausfiihrlicher wird die so entstehende nicht-
relativistische Vielteilchenphysik, Grundlage aktueller Forschung in der
Festkorperphysik, im ersten Teil der Vorlesung Quanten und Felder behan-
delt. Im zweiten Teil dieser Vorlesung wird die Dirac-Gleichung bespro-
chen,die relativistische quantenmechanische Einteilchengleichung. Als Syn-
these vermittelt der dritte Teil schliefSlich eine Einfiihrung in relativistische
Vielteilchentheorien, die Quantenfeldtheorien.
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Kapitel 1

Wellen und Teilchen

Wie alle Theorien kann man auch die Quantenmechanik nicht herleiten,
genausowenig wie etwa die Newtonschen Gesetze. Die Entwicklung ei-
ner Theorie erfolgt anhand experimenteller Beobachtungen, oft in einem
langen Prozess von Versuch und Irrtum. Dabei sind oft neue Begriffsbil-
dungen noétig. Wenn die Theorie nicht nur die bisherigen Beobachtungen
beschreibt, sondern eigene Aussagekraft hat, folgen aus ihr Vorhersagen
fiir weitere Experimente, die tiberpriifbar sind. Wenn diese Vorhersagen
eintreffen, ist die Theorie insoweit bestitigt, aber nicht "bewiesen", denn
es konnte immer andere Experimente geben, die nicht richtig vorherge-
sagt werden. Trifft dagegen auch nur eine Vorhersage der Theorie nicht
ein, so ist sie falsifiziert. Die in vielen Aspekten zunédchst sehr merkwiirdige
Quantenmechanik hat bisher alle experimentellen Uberpriifungen bestens
tiberstanden, im Gegensatz zu einigen vorgeschlagenen Alternativen (z.B.
mit ,,Hidden Variables”).

Wir folgen in dieser Vorlesung nicht der historischen Entwicklung der
Quantenmechanik mit ihren Umwegen, sondern behandeln einige Schliis-
selexperimente, an denen das Versagen der klassischen Physik besonders
klar wird, und die zu den Begriffen der Quantenmechanik fithren. Dabei
kann, im Sinne des oben gesagten, die Quantenmechanik nicht , hergelei-
tet”, sondern nur plausibel gemacht werden.

Die drastischste Beobachtung, die zum Verlassen des klassischen Weltbil-
des fiihrt, ist, dass alle Materie und alle Strahlung gleichzeitig Teilchencharakter
und Wellencharakter hat. Besonders klar wird dies im sogenannten Doppel-
spaltexperiment. Dabei laufen Teilchen oder Strahlen auf eine Wand mit
zwei Spalten zu. Dahinter werden sie auf einem Schirm detektiert.
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1.1. Das Doppelspaltexperiment mit klassischen Teilchen

1.1 Das Doppelspaltexperiment mit klassischen
Teilchen

1.1.1 Kugeln

Wir untersuchen, welches Verhalten wir bei Kugeln erwarten, die durch
die klassische Newtonsche Mechanik beschrieben werden. (Tatsdchliche
Kugeln verhalten sich natiirlich quantenmechanisch. Die Effekte sind aber
wegen ihrer hohen Masse nicht erkennbar).

Wopd S

-D
— L

T AQ H,

Abbildung 1.1: Doppelspaltexperiment mit Kugeln. H beschreibt die beobachte-
ten Auftreffhiufigkeiten.

Wir machen ein Gedankenexperiment mit dem Aufbau, der in Abbildung
(1.1) skizziert ist.

— Eine Quelle schiefst Kugeln zufillig in den Raumwinkel A€2. An den
Spalten werden die Kugeln gestreut.

— Auf dem Schirm S werden die Kugeln registriert. Die Koordinate ent-
lang des Schirms sei x. Aus der Haufigkeit des Auftreffens von Ku-
geln in einem Intervall (z, x + Ax) ergibt sich die Wahrscheinlichkeit
P(x)Ax, dass eine Kugel in diesem Intervall ankommt.

— Die Quelle wird mit so geringer Intensitét betrieben, dass die Kugeln
einzeln ankommen.

Das Experiment wird nun auf verschiedene Weisen durchgefiihrt:
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Kapitel 1. Wellen und Teilchen

1) Nur Spalt 1 ist offen: dies liefert die Verteilung P (z)
2) Nur Spalt 2 ist offen: dies liefert die Verteilung P (x)

3) Beide Spalte sind offen: dies liefert P»(z), ndmlich einfach die Sum-
me Pjp(x) = Pi(x) + P(x) der vorherigen Verteilungen.

1.1.2 Wasserwellen

Wir wiederholen den Versuch mit Wasserwellen. Die Versuchsanordnung
ist in Abbildung (1.2) dargestellt.

XA XA

w

wand

)

S Schirm
[ DI Detektor mit Offnung Ax
A Spaltabstand

Abbildung 1.2: Doppelspaltexperiment mit Wasserwellen.

— Die Quelle erzeugt kreisformige Wellen.
— Die Wand hat wieder zwei Spalte.

— Der Schirm S sei ein Absorber, so dass keine Wellen reflektiert wer-
den.

— Wir finden, dass die Auslenkung beim Schirm mit der Zeit oszilliert,
mit einer ortsabhdngigen Amplitude.

— Der Detektor D messe die Intensitit / = |Amplitude|”.
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1.1. Das Doppelspaltexperiment mit klassischen Teilchen

Man beobachtet:

1. Die Intensitdt / kann alle positiven Werte annehmen (abhédngig von
der Quelle). Es tritt keine Quantelung auf.

2. Wir lassen nur Spalt 1 oder 2 offen und finden:
Die Intensitdten /; bzw. I, gleichen den entsprechenden Haufigkei-
ten beim Experiment mit Kugeln.

3. Wir lassen beide Spalte offen:
I5(z) zeigt ein Interferenzbild; 1, # I; + L.
Es hiangt vom Abstand A der Spalte ab.
Die Interferenz zwischen beiden (Teil)Wellen ist an manchen Stellen
konstruktiv und an anderen destruktiv. Konstruktive Interferenz tritt
auf, wenn
Abstand (Detektor zu Spalt 1) - Abstand (Detektor zu Spalt 2) =n -},
wobei A die Wellenldnge ist, und n € N.

4. Mathematische Beschreibung:
Es ist bequem, zur Beschreibung der zeitlichen Oszillation die Funk-
tion e™! = coswt+isin wt zu verwenden, von der hier nur der Realteil
benutzt wird.

Die momentane Auslenkung am Ort des Detektors D ist

A; = Re (a1e™?) nur Spalt 1 offen
Ay = Re (age™?) nur Spalt 2 offen
Ajs = Re (a16™" 4 axe™”’) beide Spalte offen
ay,ay € C

Der Bezug zu den gemessenen Intensitdten ist

-[1 — |a1€iwt|2 — |a1|2
Iy = |age™"|? = ag|?
Ly = |ae® +ae™|" = Jar? +a* +[2laulaz| cos(d)]

= I +1 +[2|a1]|az| cos(8)]

Der Term in der eckigen Klammer ist der Interferenzterm, der von der
Phasendifferenz ¢ abhédngt, die sich aus dem Gangunterschied ergibt.
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Kapitel 1. Wellen und Teilchen

1.2 Licht

Die tibliche sehr erfolgreiche Beschreibung von Licht in der makroskopi-
schen Welt ist die einer Welle, mit elektrischen und magnetischen Feldern.
Die durch Experimente notwendig gewordene teilchenartige Beschreibung
tiber Photonen war eine Revolution.

Licht besteht aus Photonen

Vor der Besprechung des Doppelspaltexperiments seien kurz einige friihe
Experimente erwdhnt, welche die Teilchennatur von Licht zeigen.

e Die Hohlraumstrahlung, also das temperaturabhidngige Spektrum
eines schwarzen Korpers, ldsst sich klassisch nicht verstehen. Bei
einer klassischen Wellennatur des Lichts wiirde die Intensitdt des
Spektrums zu hohen Frequenzen hin divergieren. Die Energiedich-
te des elektromagnetischen Feldes ware unendlich ! Die Erklarung
tiir das tatsdchlich beobachtete Spektrum fand Planck im Jahr 1900
(am selben Tag, an dem er die genauen experimentellen Ergebnisse
erfuhr!), indem er postulierte, dass Licht nur in festen Einheiten der
Energie £ = hv abgestrahlt wird. Die spéter Photonen genannten
,Quanten” gaben der Quantentheorie ihren Namen. Dieses Postulat
war eine ,Verzweiflungstat” Plancks und stiefs auf grosse Skepsis.
Einstein nannte es , verriickt”.

e Beim Photoeffekt schldgt ein Photon der Frequenz v aus einem Me-
tall ein Elektron heraus, das mit der kinetischen Energie hv — ® aus-
tritt, wobei ® eine Austrittsarbeit ist. Es gibt daher eine Schwelle fiir
die Frequenz des Photons, unterhalb derer keine Elektronen austre-
ten. Klassisch hidtte man erwartet, dass bei jeder Photonfrequenz mit
zunehmender Lichtintensitit mehr und schnellere Elektronen ,los-
geschiittelt” wiirden. Stattdessen bestimmt die Intensitét des Lichtes
nur die Anzahl der austretenden Elektronen und auch nicht ihre kine-
tische Energie. Mit der Lichtquantenhypothese konnte Einstein 1905
den Photoeffekt erkldren. Es war diese Arbeit, fiir die er 1921 den
Nobelpreis erhielt.

e Auch der Comptoneffekt, mit Streuung von Licht an Elektronen, lasst
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1.3. Elektronen

sich nur tiber Photonen erklaren.

e Noch direkter bemerkt man die Partikelstruktur von Licht mit Gei-
gerzdhlern, Photomultipliern oder mit CCDs (Digitalkameras!). In-
teressanterweise kann man sogar mit blofSem Auge bei einer schwach
beleuchteten Wand fleckige Helligkeitsschwankungen erkennen, die
sich schnell dndern. Sie beruhen auf der Schwankung der Anzahl
auftreffender Photonen, die man ab etwa 10 pro 100msec wahrneh-
men kann.

Licht hat Wellennatur

Die Wellennatur des Lichtes erkennt man klar am Doppelspaltexperiment:
Aufbau und Ergebnis beziiglich der Intensitidten verhalten sich genau wie
beim Experiment mit Wasserwellen. In der Maxwelltheorie ist die Intensi-
tat des Lichts proportional zum Quadrat der Amplitude des elektrischen
Feldes I ~ 52, somit von derselben Struktur wie bei den Wasserwellen,
nur dass jetzt das elektrische und das magnetische Feld die Rolle der Am-
plitude spielen.

Ganz anders als bei Wasserwellen ist aber das Auftreffen des Lichtes auf
den Schirm: die Photonen treffen einzeln auf, jeweils mit der Energie hv,
und erzeugen trotzdem ein Interferenzbild, wenn 2 Spalte geoffnet sind !
Der Auftreffpunkt eines einzelnen Photons ldsst sich dabei nicht vorhersa-
gen, sondern nur die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung !

1.3 Elektronen

Noch etwas deutlicher wird die Problematik von Teilchen- und Wellenna-
tur im Fall von Materie, wie Elektronen oder Atomen. Die , Teilchenna-
tur” ist hier sehr klar. Zum Beispiel kann man fiir ein einzelnes Elektron
Ladung und Masse bestimmen.

Interferenz von Elektronen

Das Verhalten am Doppelspalt zeigt aber wieder Wellennatur (siehe Ab-
bildung ! Experimentelle Beobachtungen:
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Kapitel 1. Wellen und Teilchen

wand S XA XA
ol P
ﬂ_—‘ _
%< ‘ A P.
o
Q ;

Abbildung 1.3: Doppelspaltexperiment mit Elektronen.

1. Die Elektronen kommen (wie klassische Teilchen) als Einheiten am
Detektor an.

2. In Abhédngigkeit vom Ort des Detektors variiert die Zahlrate.

3. Gemessen wird eine Haufigkeitsverteilung, d.h. die Auftreffwahr-
scheinlichkeit.

4. Offnet man nur Spalt 1 oder nur Spalt 2, so tritt eine Haufigkeits-
verteilung wie bei Kugeln (oder bei Wellen mit nur 1 offenen Spalt)
auf.

5. Offnet man dagegen beide Spalte, so beobachtet man ein Interferenz-
muster, d.h. wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Py, # P+ Ps.
Insbesondere sinkt durch das Offnen des 2. Spaltes an manchen Stel-
len sogar die Auftreffwahrscheinlichkeit auf Null.

Dasselbe Verhalten hat man auch mit Neutronen, Atomen und sogar Fulleren-
Molekiilen beobachtet ! Die Mathematik zur korrekten Beschreibung des
Experiments ist in ihrer Struktur sehr einfach. Wir konnen, wie bei Wellen,
komplexwertige Amplituden, sogenannte , Wahrscheinlichkeitsamplituden”

1 und 5 definieren, aus denen wir die Intensitét (=Auftreffwahrscheinlichkeit)
als Betragsquadrat erhalten

P = |901|2
P = |902|2
Py = |<,01+902|2
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1.3. Elektronen

Dies ist analog zu Wellen. Bei klassischen Wellen sind die komplexen Zah-
len ein mathematischer Trick zur Vereinfachung, von denen nur der Re-
alteil verwendet wird. Quantenmechanisch stellt sich heraus, dass fiir die
Wahrscheinlichkeitsamplitude komplexe Zahlen verwendet werden miis-
sen (z.B. bei Spins, s.u.).

Man kann die Bahn eines einzelnen Elektrons nicht vorhersagen, sondern
nur die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines ganzen Ensembles von Elek-
tronen !

1.3.1 de Broglie Wellenlinge

Die relevante Langenskala fiir freie quantenmechanische Teilchen, sowohl
Photonen als auch Elektronen (!), ist die

DE-BROGLIE-WELLENLANGE

A= 1= (1.1)
p

Fiir nichtrelativistische Elektronen ist der Impuls durch p?/2m = Ep, ge-
geben, allgemein durch p = mv//1 —v?/c?* = /EZ — m?. Auch Photo-
nen besitzen einen im Experiment messbaren Impuls der Grofie p = hk =
h2,

Diese Langenskala ) erscheint sowohl im Doppelspaltexperiment, als auch
z.B. bei der Streuung von Teilchen mit Impuls p an einem Kristall. Man
erhdlt dort ein Interferenzbild (Davisson-Germer-Experiment), und zwar
tiir Elektronen mit Impuls p dasselbe wie fiir Photonen mit demselben Im-

puls!

Wie wir in Kap. #.7]sehen werden, werden freie Elektronen quantenmecha-
nisch durch eine Wahrscheinlichkeitsamplitude in der Form einer ebenen
Welle e'** beschrieben.
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Kapitel 1. Wellen und Teilchen

Quantenmechanische Effekte werden unterhalb einer Langenskala der Gro-
lenordnung der de-Broglie-Wellenldnge A\ wichtig. Sie betrdgt zum Bei-
spiel bei

0.284
A/ Ekm/eV
124 12)

\/ Ekm/eV

1240()15
E/eV

Protonen: M\

12

Elektronen: X\

12

Photonen: )\

12

Zu freien Photonen wie zu freien Materieteilchen gehort auch eine, zuerst
ebenfalls von de Broglie postulierte, charakteristische Frequenz v mit

(Epin = hv = hw. (1.3)

Mehr dazu im Kapitel
Eine andere fundamentale Lange ist die Compton-Wellenlinge
\o= (1.4)

Sie hdngt nicht vom Impuls ab. Sie ist gleich der de-Broglie Wellenldnge ei-
nes massiven Teilchens mit Impuls p = mc. Anders gesagt: Ein Photon mit
der Wellenldnge A\“ hat dieselbe Energie wie ein ruhendes Teilchen der

Masse m. Fiir ein Elektron betragt die Compton-Wellenldnge 0.024A. Die-
se Wellenldnge ist bei der Compton-Streuung und in der relativistischen
Quantenfeldtheorie relevant.
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1.3. Elektronen

1.3.2 Experiment zur Bestimmung der Trajektorie

Da die Elektronen im Doppelspaltexperiment einzeln am Detektor eintref-
fen, kann man vermuten, dass jedes Elektron nur entweder durch Spalt 1
oder durch Spalt 2 geht. Wir wiederholen daher das Doppelspaltexperi-
ment mit zwei gedffneten Spalten. Gleichzeitig zum Signal, das wir am
Schirm messen, wollen wir versuchen festzustellen, durch welchen Spalt
das Elektron geht. Zu diesem Zweck platzieren wir hinter dem Doppel-

X X
Wa n d 5 ? A A

A
1° .
< ® R,
P
<,

o |l="

Abbildung 1.4: Experiment zur Bestimmung der Trajektorie.

spalt eine Lichtquelle, wie in Abbildung Wenn ein Elektron durch
einen der Spalte fliegt, entsteht durch Streuung von Photonen am Elektron
im zugehorigen Detektor ein Lichtblitz. Man kann dann aus dem jeweili-
gen Lichtblitz folgern, durch welchen Spalt das Elektron geflogen ist.

Wenn man das Experiment durchfiihrt, beobachtet man, dass es mit je-
dem auf dem Schirm nachgewiesenen Elektron nur einen Lichtblitz gibt,
entweder von Spalt 1 oder von Spalt 2. Wenn wir allerdings die ortsaufge-
16ste Auftreffrate analysieren, finden wir nun

Po~P + P ;

wobei Py, P, die Wahrscheinlichkeiten des Einfachspalt-Experimentes sind;
d.h. die Interferenz ist durch Einschalten der Lichtquelle (fast) verschwun-
den ! Schalten wir das Licht wieder aus, ist die Interferenz wieder da.

Offensichtlich hat die Elektron-Licht-Wechselwirkung die Elektronen dra-
stisch gestort !
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Kapitel 1. Wellen und Teilchen

Man konnte daran denken, die Lichtintensitdt zu reduzieren. Dabei zeigt
sich jedoch, dass nun nicht mehr gleichzeitig zu jedem Detektorsignal
ein Lichtblitz auftritt. Dies liegt daran, dass zu wenige Photonen aus der
Lichtquelle austreten. Wenn wir die Félle untersuchen, bei denen ein Licht-
blitz aufgetreten ist, erhalten wir nach wie vor keine Interferenz. Umge-
kehrt zeigt die Auftreffrate derjenigen Elektronen, bei deren Durchgang
kein Lichtblitz registriert wurde, wieder ein Interferenzbild.

Es gibt aber noch eine andere Moglichkeit, den Einfluss der Photonen auf
die Elektronen zu reduzieren. Das Elektron wird in unserem Versuch de-
tektiert, indem zumindest 1 Photon am Elektron gestreut wird, wodurch
gleichzeitig die Bahn des Elektrons gestort wird. Die Impulsdanderung des
Elektrons hangt vom Impuls des Photons ab. Zwischen dem Impuls p und
der Wellenldnge A besteht die Beziehung p = h/A. Um den Impuls des
Photons und somit den Impulsiibertrag auf das Elektron zu reduzieren,
muss die Wellenldnge des Lichtes vergrofiert werden. Wenn wir das tun,
beobachten wir, dass oberhalb einer charakteristischen Wellenldnge das
Interferenzbild wieder auftaucht. Die charakteristische Wellenldnge ent-
spricht dem Abstand der Spalte, ist somit gerade so grof3, dass wir nun
nicht mehr genau sagen konnen, durch welchen Spalt das Elektron gegan-
gen ist !

1.4 Folgerungen

Die beschriebenen Experimente legen eine Reihe von Schlussfolgerungen
nahe. Die allgemeine Giiltigkeit dieser Folgerungen zeigt sich durch die
dargestellten und viele andere Experimente und deren theoretische Be-
schreibung.

Die Teilchen kommen im Doppelspaltexperiment anscheinend an zufélli-
gen Orten an. Tatsdchlich zeigt es sich, dass der Auftreffort eines einzelnen
Teilchens nicht vorhergesagt werden kann. Allgemein gilt
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1.4. Folgerungen

e Deterministische Aussagen iiber das Verhalten einzelner Teilchen sind
in der Regel nicht moglich. Berechnen kann man nur Wahrscheinlich-
keiten fiir ein Ensemble von gleichartig préaparierten Teilchen. Diese
Wahrscheinlichkeiten sind wohldeterminiert.

e Elektronen und Photonen kommen einzeln als Teilchen an. Thre Auf-
treff-Wahrscheinlichkeit ist wie die Intensitit von Wellen verteilt.

e Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Experiment einen bestimmten Aus-
gang nimmt, ist durch das Betragsquadrat einer komplexen Zahl ¢,
der ,,Wahrscheinlichkeitsamplitude” gegeben.

P = |of? (1.5)

e Wenn ein Ereignis auf verschiedenen Wegen i erreicht werden kann,
sind die Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir die Einzelereignisse auf-
zusummieren (wie die Amplituden bei Wellen)

Y= Z Vi (1.6)

Hierdurch tritt Interferenz auf.

Bei makroskopischer Physik sind Interferenzterme in der Regel so winzig,
dass sie nicht mehr beobachtbar sind. Dadurch wird die makroskopische
Physik , klassisch”.

Wellen- und Teilcheneigenschaften werden in der Quantenmechanik mit
Hilfe der ,Wahrscheinlichkeitsamplitude” beschrieben. Elektronen und
Photonen sind weder klassische Teilchen noch klassische Wellen.

18



Kapitel 2
Zustinde und Messungen

Jede physikalische Theorie enthélt physikalische Konzepte, einen mathe-
matischen Apparat und einen Satz von Korrespondenzregeln, der die Kon-
zepte mit der mathematischen Beschreibung verbindet. Diese Korrespon-
denzen sind oft so ,offensichtlich”, dass man nicht weiter dariiber nach-
denkt, wie zum Beispiel bei der Beschreibung des Ortes eines Teilchens
durch reelle Zahlen. Der mathematische Apparat der Quantenmechanik
und die zugehorigen Korrespondenzregeln sind weniger intuitiv und be-
diirfen sorgfaltiger Uberlegungen.

2.1 Zustinde

Wir haben schon erfahren, dass bei Messungen beliebiger Grofien (,,Ob-
servablen”) nur Wahrscheinlichkeiten fiir die Ergebnisse angegeben werden
konnen. Diese Wahrscheinlichkeiten hdngen fiir eine zu messende physi-
kalische Grofse (etwa den Auftreffort eines Elektrons auf einem Schirm)
von der Praparation der gemessenen Objekte ab. Der Auftreffort eines
Elektrons ist aber nicht deterministisch bestimmt. Zwei gleichartig prapa-
rierte Elektronen werden im allgemeinen an verschiedenen Orten auftref-
fen. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Auftrefforte sind da-
gegen wohldeterminiert. Es macht daher Sinn, die Elektronen durch sol-
che Wahrscheinlichkeiten zu charakterisieren, oder dquivalent durch die
Préaparation:
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2.1. Zustande

ZUSTAND

Ensemble von Teilchen, die gleichartig prapariert sind.

Aquivalent: Durch die gleichartige Praparation sind die Wahrscheinlich-
keitsverteilungen aller Observablen bestimmt.

Der Zustandsbegriff ist eines der meist diskutierten Konzepte der Quan-
tenmechanik. Es gibt dabei vor allem unterschiedliche Zugdnge zur Be-
trachtung einzelner Teilchen, die hier nur ganz kurz angesprochen werden
konnen.

1. In der traditionellen Kopenhagener Interpretation der Quantenme-
chanik wird auch vom Zustand oder der Wellenfunktion eines einzel-
nen Teilchens gesprochen. Ein solcher Zustand muss mehrere Mess-
ergebnisse (z.B. Auftrefforte) erlauben. Wenn eines dieser Messer-
gebnisse tatsdchlich eingetreten ist (das Elektron ist an einem be-
stimmten Ort gemessen worden) dann spricht man in diesem Zu-
gang von einem , Kollaps der Wellenfunktion”: nach der Messung ist
der Ort des einzelnen Teilchens eindeutig bekannt. Seine Wellen-
funktion (sein Zustand) hat sich plétzlich gedndert. Dies fiihrt zu
Interpretationsschwierigkeiten.

2. Diese Schwierigkeiten verringert man, wenn man darauf verzichtet,
von dem Zustand eines einzelnen Teilchens zu sprechen, sondern
nur unendlich grofle Ensembles gleichartig préaparierter Teilchen be-
trachtet. Hierfiir sind Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir alle Mes-
sungen wohldefiniert. Das einzelne Messergebnis dndert nichts an
diesen Verteilungen. (Wenn man aber Teilchen mit einem bestimm-
ten Messergebnis nach der Messung selektiert, dann ist das Ensem-
ble solcher Teilchen neu prépariert und im allgemeinen anders als
zuvor.) Diese Sichtweise wird z.B. im Buch von Ballentine ausfiihr-
lich diskutiert.

Wir werden in dieser Vorlesung solche Interpretationsfragen weitgehend
zuriickstellen und uns auf die tatsdchlichen Aussagen der Quantenmecha-
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

nik fiir den Ausgang von Experimenten konzentrieren. Hiertiber herrscht
Einigkeit und Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen.

Abkiirzend (und weil dieser Sprachgebrauch sehr tiblich ist) werden wir
auch gelegentlich vom einem , Teilchen im Zustand ...” sprechen. Damit
soll aber immer das entsprechende Ensemble gemeint sein.

Wir behandeln in dieser Vorlesung die Quantenmechanik von Ensembles
einzelner Teilchen, die nicht miteinander wechselwirken. Ein Strahl von
Teilchen soll z.B. so verdiinnt sein, dass die einzelnen Teilchen nichts von-
einander merken. Die Umgebung, wie z.B. magnetische Felder oder das
Coulomb-Potential eines Atomkerns, betrachten wir als fest vorgegeben,
ohne Riickwirkung der quantenmechanisch behandelten Teilchen auf die-
se Umgebung. Die Beriicksichtigung dieser Riickwirkung bedarf der Viel-
teilchen-Quantenmechanik, welche in spateren Vorlesungen behandelt wer-
den wird.

2.2 Polarisationsexperimente

Wir werden nun einige einfache Experimente mit polarisiertem Licht dis-
kutieren. Dies wird uns anschlieffend zur mathematischen Beschreibung
der Quantenmechanik fiithren.
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2.2. Polarisationsexperimente

Wir haben schon gesehen, dass Licht aus Photonen besteht, die einzeln
bei einem Detektor eintreffen. Wir werden die Experimente daher mit-
tels Photonen beschreiben miissen. Die Experimente kann man bei hohen
Lichtintensitiaten auch alle im Wellenbild verstehen, d.h. mit elektrischen
und magnetischen Feldern. Bei geringen Intensitidten (und deswegen auch
im allgemeinen Fall) macht die Beschreibung iiber Felder wegen der Teil-
chennatur des Lichtes aber keinen Sinn. Tatsdchlich sieht man in der re-
lativistischen Quantenfeldtheorie, dass ein ,elektrisches Feld” eines ein-
zelnen Photons kein verniinftiges Konzept ist. Was wir aus den Experi-
menten lernen werden, gilt auch anderswo, wo es keine entsprechende
klassisches Beschreibung durch Felder gibt. Polarisationsexperimente mit
Photonen sind giinstig, weil sie besonders einfach strukturiert sind, weil
sie nahezu ideal durchfiihrbar sind, und weil die Photonen untereinander
so gut wie nicht wechselwirken.

Wir betrachten im Folgenden einen zundchst unpolarisierten Strahl von
Photonen mit Intensitét /,, der sich in z-Richtung bewegt. Er ist durch die-
se Richtung und seine Frequenz (also die Energie der einzelnen Photonen)
charakterisiert.

Abbildung 2.1: Ein Lichtstrahl fillt von rechts auf zwei zueinander um den
Winkel 6 gedrehte lineare Polarisatoren.

Wir schicken ihn durch ein Polarisationsfilter in y-Richtung und stellen so
einen linear polarisierten Strahl der Intensitét /; her. Diesen schicken wir
durch ein zweites Polarisationsfilter, das um einen Winkel 6 gegen das erste
Filter verdreht ist. Wir messen die Intensitdt und finden

I, = I; cos®@ .

Insbesondere passiert der Strahl den zweiten Polarisator ungeschwécht,
wenn dieser so wie der erste ausgerichtet ist, und wird vollstdndig absor-
biert, wenn der Winkel 90" betragt.
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Im Rahmen der klassischen Elektrodynamik ist das Verhalten leicht erklar-
bar: Eine in z-Richtung laufende ebene elektromagnetische Welle erhalt
durch den ersten Polarisator eine Polarisation in y-Richtung. Der zweite
Polarisator lasst nur den Anteil des Lichtes durch, dessen elektrisches Feld
parallel zur neuen Polarisationsrichtung ist, d.h. die Projektion von E auf die
neue Richtung, mit Grofie | E| cos 6. Die dazu senkrechte Komponente wird
absorbiert. Die Intensitét ist proportional zum Quadrat der Amplitude des
elektrischen Feldes EQ, d.h. zu cos? . Hinter dem zweiten Polarisator zeigt
das elektrische Feld dann in Richtung 6.

Wenn wir die Existenz von Photonen berticksichtigen, sehen wir, dass wir
mit dem ersten Polarisator ein Ensemble von Teilchen hergestellt haben,
das in y-Richtung polarisiert ist. Diese Polarisation konnen wir mit dem
zweiten Polarisator messen:

Das Ensemble ist genau dann in einem Zustand mit Polarisation 0, wenn es den
Polarisator in Richtung 0 ungeschwiicht passiert.

Wir benétigen fiir diese Charakterisierung nicht das Konzept eines elek-
trischen Feldes.

Uber die Polarisation eines einzelnen gemessenen Photons erhalten wir bei
der Messung keine Information, denn es kann aus einem beliebigen, re-
lativ zum messenden Polarisator gedrehten Ensemble stammen (mit Aus-
nahme einer zum Polarisator genau senkrechten Polarisation).

Wenn die beiden Polarisatoren gegeneinander gedreht sind, konnte man
vermuten, dass die Intensitdt dadurch verringert wird, dass die Photonen
vielleicht ,gespalten” werden, und nur ein Teil jedes Photons durch den
zweiten Polarisator geht. Dies ist nicht so, denn die Photonen hinter dem 2.
Polarisator haben dieselbe Frequenz (und damit dieselbe Energie) wie da-
vor. Eine Abnahme der Intensitit bedeutet daher die Abnahme der Anzahl
der Photonen: Sie passieren mit der Wahrscheinlichkeit cos* § den zweiten
Polarisator.

Wir haben gesehen, dass das Ensemble der Photonen hinter dem ersten
Polarisator die Polarisation y hat. Hinter dem zweiten Polarisator haben
die Photonen aber eine neue Polarisationsrichtung 6 ! Dies wissen wir
schon aus dem Wellenbild. Wir konnten es mit Hilfe eines dritten Polari-
sationsfilters verifizieren. Die Messung der Polarisation mit dem zweiten
Polarisator verandert selber den Zustand der Photonen !
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2.2. Polarisationsexperimente

2.2.1 Analysatoren

Wir erweitern jetzt unseren Messapparat, indem wir statt eines einfachen
Polarisators einen doppeltbrechenden Kristall (z.B. Kalkspat) verwenden.
Dieser ist anisotrop. Er hat verschiedene Brechungsindizes fiir horizontale
und fiir vertikale Polarisation. Er spaltet den einlaufenden Lichtstrahl in
zwei Strahlen auf, die senkrecht zueinander linear polarisiert sind. (Den
dabei zwischen den Strahlen auftretenden Laufzeitunterschied kann man
wieder kompensieren). Schematisch ist er in Abb. 2.2l und symbolisch in
Abb. 2.3| dargestellt. Der Lichtstrahl lduft von rechts ein. Er wird in zwei
Strahlen mit Polarisation in 2- bzw. y-Richtung aufgespalten.

4—1——@ B EEEEEEER o ——

Abbildung 2.2: Schematischer Strahlengang in einem doppeltbrechenden Kri-
stall.

Abbildung 2.3: Symbolische Darstellung eines Polarisationsanalysators.

Wir schalten zwei dieser Kristalle hintereinander, wie in Abb. gezeigt.
Der erste Kristall stellt einen in z-Richtung polarisierten Strahl der Inten-

Ip !
= I X
Io
—

Abbildung 2.4: Zwei hintereinander geschaltete Polarisationsanalysatoren.
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sitdt I; her. Diesen schicken wir in den zweiten, gegeniiber dem ersten
gedrehten Kristall, der in Richtung 2’ und ¥’ polarisiert. Der Winkel zwi-
schen z und 2’ betrage 6. (Den in y-Richtung polarisierten Strahl des ersten
Kristalls blockieren wir.) Wir finden die Intensitaten

Iy=1 cos’0 und Iy =1, sin?6.

Zusammen haben die beiden auslaufenden Strahlen die Intensitét

I, cos?0 + I, sin?0 = I, : Es gehen im Analysator keine Photonen ver-
loren.ﬂ Mit Wahrscheinlichkeit cos? § gelangen die Photonen in den einen
Ausgangsstrahl und mit sin? § in den anderen.

Wir erkennen auch leicht eine Reihe grundlegender Eigenschaften quan-
tenmechanischer Messungen, die allgemein gelten:

1. Jedes in einen Analysator einlaufende Photon verldsst den Analy-
sator entweder durch den einen oder den anderen Ausgangskanal,
nie durch beide. Jede einzelne Messung der Polarisation durch den
Analysator ergibt deswegen immer nur einen der hier zwei mogli-
chen Einzelmesswerte, entsprechend den beiden Kanélen des Ana-
lysators, nie eine Kombination der beiden. Dies gilt unabhédngig
vom Zustand des einlaufenden Strahls. Wir werden sehen, dass eine
analoge Charakterisierung von Einzelmesswerten fiir jede Messung
gilt !

2. Dagegen enthélt der Mittelwert der Messungen Information tiber
den untersuchten Zustand. Quantifiziert man z.B. in obigem Expe-
riment die Polarisationsrichtung 2’ durch den ,Messwert 1” und ¢/
durch den ,Messwert -1”, so ist sein Erwartungswert dort

lim > (Messwert X Héiufigkeit) = cos’f —sin’ 0
N—o0
N Messwerte

und kann, abhidngig vom Winkel ¢, beliebige Werte zwischen -1 und
+1 annehmen.

3. Die Messung (also der Analysator) dndert den Zustand der Photo-
nen, denn hinter dem ersten Kristall sind alle Photonen in z-Richtung
polarisiert, hinter dem zweiten Kristall in 2’ bzw. y'-Richtung. Dies
konnen wir verifizieren, indem wir links einen dritten Analysator
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Iy x/
“ I

X’
Il X
IS yl I<— IO
y |<_y

Abbildung 2.5: Der Messapparat indert den Zustand.

mit unveranderter Richtung hinzufiigen (Abb. 2.5). Wir finden
14212 und I5:O :

Hinter dem ersten Analysator haben die Photonen die Polarisation
x, aber hinter dem zweiten Analysator die Polarisation z'. Die Mes-
sung ist selber eine neue Praparation.

Wir sehen auch, dass wir den ganzen Photonenstrahl in zwei Strahlen auf-
teilen konnen, welche jeweils genau die zueinander senkrechten Polarisa-
tionsrichtungen x und y haben. Dies klassifiziert die Polarisation vollstan-
dig, in dem Sinne dass ein in z-Richtung polarisierter Strahl keinen Anteil
von y-Polarisation enthilt. (cos @ = 0). Zusatzliche Richtungen benétigen
wir bei Photonen deswegen nichtf| Genauso kénnen wir aber die Photo-
nen in die Polarisationsrichtungen 2’ und 3’ auftrennen. Offenbar stellen
die Richtungen z, y und 2/, ¥ jeweils so etwas wie eine Basis dar. Wir wer-
den dies etwas spéter weiter diskutieren.

Wir konnen den Analysator auch umgekehrt verwenden, sodass die bei-
den getrennten Strahlen wieder zu einem Strahl zusammengefiigt wer-
den. (Dazu muss man in den einen Kanal ein laufzeitverzogerndes Sttick
Plastik einfiigen, um den Laufzeitunterschied auszugleichen, bzw. in der
Beschreibung als Wellen, um die Phasenbeziehung der Einzelstrahlen wie-
derherzustellen ) Die Kombination eines Analysators mit einem gleicharti-
gen umgekehrten Analysator nennen wir einen Analysatorkreis (Abb. [2.6).

Wir verwenden eine solche Anordnung in einem weiteren Versuch (Abb.
2.7), den wir in mehreren Varianten durchfiihren. Rechts l4uft ein Strahl

Im experimentell nahezu erreichbaren idealisierten Fall.
2Obwohl die Photonen Spin 1 besitzen, gibt es wegen ihrer Masselosigkeit nur zwei
Polarisationsrichtungen
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: X X
y y’:

Abbildung 2.6: Analysatorkreis: Analysator und umgekehrter Analysator .

1

7 x < 2
- Ig “ I X

1 !

Ig Y Y 15 Y

Abbildung 2.7: Experiment mit einem Analysatorkreis.

mit Polarisation z ein. Hinter dem ersten Polarisator gibt es dann einen
Strahl mit Polarisation 2’ und Intensitdt I, = I; cos? §, sowie einen Strahl
mit Polarisation v’ und Intensitit I3 = I; sin?#. Zunichst blockieren wir
den Strahl ¢/. Dann hat der Strahl bei /5 weiterhin die Polarisation =’ und
die Intensitdt I,. Er trifft auf den letzten Analysator, der ihn wieder in z-
und y-Richtung polarisiert, mit dem erwarteten Ergebnis I; = I cos? =
I, cos*#. Analog verlduft das Experiment, wenn der 2/-Strahl blockiert
wird.

Wenn wir nun vor dem umgekehrten Analysator beide Strahlen freigeben,
wirden wir fur klassische Teilchen erwarten, dass sich die beiden eben er-
mittelten Intensitdten einfach addieren. Stattdessen finden wir komplette
Ausloschung bei Iy !:

In=1; und Ig=0 !

Der Strahl hinter dem umgedrehten Analysator ist nun offenbar wieder in
die urspriingliche z-Richtung polarisiert. Er hat alle Information tiber die
vorhergehende Polarisation in z’-Richtung und y’-Richtung , vergessen”!
In der Teilchenbeschreibung ist dies hochst tiberraschend.

In der (fiir Photonen nicht zutreffenden !) Beschreibung tiber Felder ist die-
ses Ergebnis aber erwartet: Der Vektor des zunéchst in z-Richtung polari-
sierten elektrischen Feldes wird vom ersten Analysator in Komponenten
parallel zu 2’ und y" aufgespalten. Diese werden vom umgekehrten Ana-
lysator wieder zusammengefiigt, so dass wieder ein Vektor in z-Richtung
entsteht. Fiir die korrekte quantenmechanische Beschreibung benétigen
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wir einen Formalismus, der dies ebenfalls leisten kann.

2.3 Algebraische Beschreibung

Wir beschreiben nun die Ergebnisse der geschilderten Experimente alge-
braisch. Mathematische Definitionen und Erlduterungen werden im An-
hang gegeben. Wir betrachten vorerst nur die Polarisation der Photonen-
Ensembles. Ausbreitungsrichtung und Frequenz sind fest vorgegeben und
dndern sich nicht. Sie werden deshalb im Folgenden nicht weiter spezifi-
ziert.

Wir haben gesehen, dass sich die Photonen beim Analysator vollstindig
auf eine von nur zwei Polarisationsrichtungen wie x und y verteilen, oder
bei gedrehtem Analysator 2’ und 3. Man kann den Photonenstrahl spezifi-
zieren, indem man die Stiarke des Beitrags beider Richtungen angibt. Dies
entspricht der Angabe von Koordinaten fiir einen Vektorraum. Tatsdchlich
korrespondieren Zustinde zu Vektoren |¢) in einer speziellen Klasse von
Vektorraumen, den Hilbertraumen. Fiir die Polarisation von Photonen hat
dieser Vektorraum lediglich die Dimension 2. Die zugehorigen Basisvek-
toren stehen fiir die Polarisationsrichtungen, z.B. soll bei der Diskussion der
Photonpolarisationen nun

|z), [y)

die Basisvektoren sein, die lineare Polarisation in = bzw. y-Richtung be-
schreiben. Die Basisvektoren sollen orthonormiert sein:

(zly) =0, (z|lz) = (yly) = 1. (2.1)

Wie wir sehen werden, entspricht dies den Experimenten, die zeigen, dass
zwei hintereinandergeschaltete Polarisatoren in gleicher Richtung die In-
tensitdt nicht andern, und in zueinander senkrechter Richtung Intensitét
Null ergeben.

Ein allgemeiner Vektor in diesem Vektorraum ist dann

V) = clz) + ¢ ly) (2.2)

mit im allgemeinen komplexen Koeffizienten c,,c,. Dieser Vektor wird
ebenfalls als ,,Zustand” bezeichnet.
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Wie kann man einen Apparat wie z.B. einen Polarisator, Analysator, oder
anderen Messapparat algebraisch beschreiben ? Ein Apparat wirkt auf
einen Zustand und verdndert ihn im allgemeinen. Dies entspricht alge-
braisch einem Operator, der auf einen Zustandsvektor wirkt und wieder
einen Zustandsvektor erzeugt.

Besonders einfach der Fall des Polarisators. Ein Polarisator (Polarisations-
filter) in z-Richtung erzeugt, so zeigt das Experiment, ein Ensemble von
in z-Richtung polarisierten Teilchen, d.h. einen Zustand proportional zu
|z). Auflerdem dndert er die Intensitdt eines schon zuvor so polarisierten
Ensembles nicht. Der geeignete Operator ist der Projektionsoperator:

Py = |o)a] . (2.3)

In der Tatist P, |z) = (|z)(z]) |z) = |z) @ = |z),

P, |y) =0, und P, |¢)) ~ |z) fiir jeden Vektor ).

Man kann auch P, auf einen Vektor in einer beliebigen anderen Richtung
anwenden. Dies beschreibt die Anwendung des Polarisators fiir die z-
Richtung auf einen z.B. in 2’-Richtung polarisierten Strahl. Man erhalt

Py la’) = |z) (zl2) .
~——
Zahl

Aus dem Koeffizienten (z|z’) muss offenbar die Intensitédt des entstehen-
den Strahls herauszulesen sein, also die Wahrscheinlichkeit W (x|z’) (,, Wahr-
scheinlichkeit, « zu erhalten, wenn 2’ gegeben ist”) dass die Photonen des
in 2’-Richtung polarisierten Strahls nachher in z-Richtung polarisiert sind.
Wir haben schon beim Doppelspaltexperiment gesehen, dass solche Wahr-

scheinlichkeiten die Gestalt eines Betragsquadrats |o|? einer Wahrschein-
lichkeitsamplitude haben miissen. Die korrekte Identifikation ist

W(zl2') = [(zl2")]* . (2.4)

(Postulat !) Dies ist die Wahrscheinlichkeit, bei Vorliegen des Zustands |z')
in einer Messung den Zustand |x) zu finden, durch Projektion mit Hilfe des
Polarisators oder Analysators. Sie liegt zwischen 0 und 1. Aus der Struktur
von Gl folgt die Symmetrie W(A|B) = W(B|A), was auch allgemein
gilt.
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2.3. Algebraische Beschreibung

Wir wissen schon, dass diese Wahrscheinlichkeit W (z|z') = cos? ) ist. Zu-
mindest bis auf einen Phasenfaktor ¢ des Betrags 1 gilt daher fiir die
Wahrscheinlichkeitsamplitude

(x|z") = cosb (2.5)

wobei § der Winkel zwischen den Richtungen z und 2’ ist. Den Phasenfak-
tor kann man hier zu 1 wihlen. (Das ist nicht generell moglich, wie wir bei
der allgemeinen Diskussion von Basistransformationen sehen werden.)

Die Beschreibung eines Analysators ist etwas komplexer, denn er pripa-
riert Photonen-Ensembles an zwei unterscheidbaren Ausgidngen. Die En-
sembles unterscheiden sich in der Polarisation und im Ausgangskanal, der
deshalb im Zustandsvektor ebenfalls spezifiziert werden muss. An jedem
dieser Ausgange entspricht die Wirkung einem Polarisator. Wir kénnen
den Analysator in Abb. 2.3|daher algebraisch als einen Operator

A = |z, 1.Kanal)(z| + |y, 2. Kanal)(y| (2.6)

beschreiben. Angewandt z.B. auf einen Zustand mit Polarisation in z-Richtung
stellt er einen Zustand mit gleicher Polarisation im 1. Ausgangskanal her.

In einem Zustandsvektor wie |z, 1.Kanal) ist jetzt sowohl die Polari-
sationsrichtung e = z,y als auch der Kanal k = 1,2 spezifiziert. Der
zu einem solchen Ket-Vektor |e, k) korrespondierende Bra-Vektor (e, k| ist
eine Abbildung mit der Eigenschaft

(e, k| |e, k") = (e,kle, k) = (e|e) (k|k') = deer O - (2.7)
Ein umgekehrter Analysator wie in Abb. 2.6|entspricht einem Operator

Ay = |2')(’, 1. Kanal| + |¢/)(y, 2. Kanal| (2.8)

Beim Analysatorkreis in Abb. 2.6 werden die beiden auf ' bzw. y’ pro-
jizierten Strahlen wieder zu einem einzelnen Strahl zusammengefiihrt.
Die Photonen koénnen dabei auf zwei verschiedenen Wegen zum Aus-
gang gelangen. Wir hatten im vorigen Kapitel gesehen, dass man dann die
Wahrscheinlichkeitsamplituden addieren muss. Die formale Beschreibung
erhalten wir, indem wir den Analysator aus Gl und den umgekehr-
ten Analysator aus GL hintereinanderschalten. Aus einem Vektor |¢))
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wird Ay A |1p). Der Operator ist, mit den Polarisationsrichtungen ',y aus
Abb.2.6
Ay A = (|2/)(«/, 1. Kanal| + |y/)(y/, 2. Kanal|) x

(]2’, 1. Kanal)(z'| + |/, 2. Kanal)(y/| )

= |2) | + |y)y| = 1.

Hier haben wir benutzt, dass |2')(2’, 1. Kanal| |2/, 1. Kanal)(z'| = |2/){2/|.
Wir sehen: der Analysatorkreis entspricht dem Einheitsoperator ! In die-
ser Formulierung ist das Ergebnis des Experiments in Abb. 2.7 einleuch-
tend: der einlaufende z-polarisierte Strahl wird durch den Analysatorkreis
unverdndert weitergegeben, bleibt daher in z-Richtung polarisiert. Dieses
Ergebnis unterscheidet sich von dem bei klassischen Teilchen, denn es ent-
steht durch die Addition der Wahrscheinlichkeitsamplituden.

Wenn wir zwei Projektionsoperatoren zu verschiedenen Richtungen hin-
tereinanderschalten, z.B. Polarisationsfilter oder Analysatoren zu verschie-
denen Richtungen, erhalten wir einen Operator, der kein Projektionsope-
rator mehr ist:

Py By = 2@ 2)(e] = [2) @) (=] = () |20 (] (29)
—— ~—— ——
Zahl Zahl  Operator

Er projiziert zundchst auf die |x)-Richtung, erzeugt aber einen Vektor
in Richtung |z’). Schon ohne den Faktor (2'|z) ist dieser Operator
bei x # 2’ nicht idempotent:

2| [2')(z] = (z[2)) |2")(z].
~——

#1

Offensichtlich ist in GL die Reihenfolge der Projektionen wichtig:
P, P, # P, Py .

Im einen Fall wird ein Vektor in Richtung |z) erzeugt, im anderen Fall ein
Vektor in Richtung |z/).
Unterschiedliche Projektionsoperatoren kommutieren nicht !
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2.3.1 Verallgemeinerungen und Postulate

Bei Systemen mit mehr unabhéngigen diskreten Einstellmoglichkeiten 1dsst
sich die bisherige Diskussion leicht verallgemeinern[]

Ein Analysator hat dann N Ausgangskanile, wie in Abb. skizziert.
Wenn die einlaufenden Teilchen fiir jeden beliebigen einlaufenden Zu-

Abbildung 2.8: Analysator mit N Ausgingen.

stand wieder alle in jeweils genau einen der Ausgangskanile gelangen,
wenn somit keine Intensitit verloren geht, nennt man die N Zustande voll-
stindig. Beispiel: Pixel auf einem CCD Chip: die Kanile entsprechen dann
den Auftreff-Orten von Photonen.

Der zugehorige Hilbertraum ist dann N-dimensional, mit orthonormalen
Basisvektoren |e;), j = 1... N, die zu den Zustdnden an den Ausgidngen
des Analysators korrespondieren. Ein allgemeiner Vektor ist

) = ciles) (2.10)

i

mit komplexen Koeffizienten c;. Aus einem Analysator und seiner Um-
kehrung kann man wieder einen Einheitsoperator bauen, mathematisch
ausgedriickt durch die Summe

i= Z le;) (e - (2.11)

Dies korrespondiert dazu, dass keines der einlaufenden Teilchen verloren-
geht.

$Mathematisch schwieriger wird dies bei Systemen, die durch kontinuierliche Mess-
grofsen wie zum Beispiel einen kontinuierlichen Ort beschrieben werden miissen. Dies
werden wir spéter diskutieren.
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Blockiert man alle Ausgangskanile eines Analysators bis auf den Kanal j,
so erhdlt man einen Polarisator, mathematisch den Projektionsoperator

Py = lej)ej -

Das einlaufende Ensemble ist genau dann im “Zustand j”, wenn die aus-
laufende Intensitdt hinter diesem Projektor gleich der einlaufenden Inten-
sitat ist.

Wir assoziieren nun zum Kanal j des Analysators einen Messwert a; fiir
die durch den Analysator gemessene Grofie, z.B. einen Drehimpuls. Die
Messwerte a; seien alle voneinander verschieden. Jede Einzelmessung er-
gibt genau einen der Werte a;, nie eine Mischung, da jedes einlaufende
Teilchen durch nur einen Kanal auslaufen kann.

Die Wahrscheinlichkeit, bei einem beliebigen einlaufenden Zustand den Mess-
wert a; zu erhalten, ist per Postulat (s. Gl (2.4))

WAHRSCHEINLICHKEIT FUR EIN MESSERGEBNIS a; IM ZUSTAND [¢))

W(agl) = Kegl)l® (2.12)

Man beachte: diese Wahrscheinlichkeit d&ndert sich wegen des Betragsqua-
drats nicht, wenn man |¢)) mit einem Phasenfaktor e'® multipliziert.

Aus den Wahrscheinlichkeiten bei der Messung mit einem Analysator er-
halten wir auch den Erwartungswert der Messwerte:

Erwartungswert = Z Messwert x Haufigkeit

Messwerte

=2 4l = 37 a0 Wley) (eslv)

J

=@ > ajleel ) = (@ A [¥)

J
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Der vorletzte Ausdruck ist (bei reellen a;) die sogenannte “Spektraldar-
stellung” eines hermiteschen Operators A (s. Anhang). Er hangt offenbar
mit der gemessenen physikalischen Grofie zusammen.

Wir haben schon gesehen, dass jede Messung in der formalen Beschrei-
bung einem Operator entspricht, der auf einen Zustand wirkt und einen
neuen Zustand ergibt.

In der Tat zeigt sich allgemein die Giiltigkeit des folgenden Postulats:

Jede physikalische ,,Observable” (Energie, Ort, Drehimpuls, ...) korrespon-
diert formal zu einem hermiteschen Operator

A=) ajla)ayl (2.13)
J
mit reellen Eigenwerten a; und orthonormalen Eigenvektoren |a;).
Rechnung: A |a;) = > ajlag) (ajlai) = ajla;)
i

Die Messung der Observablen entspricht der Anwendung eines Analysa-
tors mit Ausgangskanailen fiir die Zustidnde |a;). Jede Einzelmessung kor-
respondiert zu einer Projektion |a;)(a;| auf einen der Eigenzustidnde des
Operators (entsprechend einem Kanal des Analysators, durch den das ge-
messene Teilchen austritt) und liefert den Messwert a;. Nur die Eigenwer-
te des Operators kommen als Einzelmesswerte vor ! Der obige Operator
enthélt die Projektion auf die zur Observablen gehorigen Basiszustinde
(z.B. |x), |y) bei der Polarisation), zusammen mit der Information tiber die
zugehorigen Messwerte.

Wir fassen die bisherigen Erkenntnisse und Postulate noch einmal zusam-
men.
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POSTULATE

e Jede physikalische Observable korrespondiert zu einem hermiteschen
Operator A. Er hat (in einem endlichen oder abzihlbar unendlichen
Hilbertraum) die Spektraldarstellung (mit reellen Eigenwerten)

A =Y ayla)ayl (2.14)

J

¢ Jede Einzelmessung der Observablen ergibt einen der Eigenwerte a;
als Ergebnis. Thre Gesamtheit nennt man das Spektrum des Opera-
tors.

e Das Ensemble der Teilchen mit Messergebnis a; ist nach der Mes-
sung im zugehorigen Eigenzustand |a;) des Messoperators.

e Die Wahrscheinlichkeit, den Eigenzustand |a;) zu erhalten, ist bei
einem Ensemble im urspriinglichen reinen Zustand |¢)

W= |{gl¥)P (2.15)

Wenn der Eigenwert a; nicht entartet ist, dann ist dies auch die Wahr-
scheinlichkeit fiir den Messwert a;, ansonsten ist die Summe von W
tiber die entarteten Eigenvektoren zu bilden.

e Der Erwartungswert der Messungen der Observablen in einem reinen
Zustand |¢)) ergibt sich daraus zu

(A) = (W Alp) . (2.16)

Der Zustandsvektor |¢)) selber ist nicht beobachtbar, sondern es sind dies
nur Einzel-Messergebnisse, ihre Wahrscheinlichkeiten und ihre Mittelwer-
te. Diese physikalischen Werte dndern sich nicht, wenn man |¢)) mit einem
Phasenfaktor e multipliziert. Der Zustandsvektor eines Gesamtsystems
ist daher nur bis auf eine Phase bestimmt. Man beachte aber: bei Teilsy-
stemen, die miteinander interferieren konnen, ist ihre relative Phase wich-
tig, denn sie beeinflusst die Interferenz.
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2.4 Teilchen mit Spin ;

Es gibt zwei Klassen von elementaren Teilchen, die sich in ihrem intrinsi-
schen Drehimpuls, dem sogenannten ,Spin” (s.u.) unterscheiden. Ein kur-
zer Ausflug:

Bosonen, insbesondere das Photon, haben einen Spin, der ein ganzzahli-
ges Vielfaches der Einheit / ist. Beim Photon ist der Spin genau #. In ei-
nem Quantenzustand konnen sich beliebig viele elementare Bosonen be-
finden. Bosonen sind Teilchen, die Wechselwirkung vermitteln (im Sin-
ne der Quantenfeldtheorie). Bei Photonen ist dies die elektromagnetische
Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen. Weitere elementare Boso-
nen mit Spin & sind die Vermittler der starken Wechselwirkung (Gluonen)
und der elektroschwachen Wechselwirkung (Z- und W-Bosonen). Das Gra-
viton besitzt Spin 2h.

Elementare Fermionen, insbesondere Elektronen, haben den Spin S = //2.
Fiir diese Teilchen gilt das Pauli-Prinzip: In jedem Quantenzustand kann
sich nur hochstens eines von mehreren gleichartigen (d.h. ununterscheid-
baren) Fermionen befinden. Fermionen sind die Bausteine der Materie.
Weitere elementare Fermionen sind Quarks, Neutrinos, und schwerere Va-
rianten des Elektrons (Myon und Tau-Lepton).

Alle anderen Teilchen sind aus den elementaren Bosonen und Fermionen
zusammengesetzt, wie z.B. Protonen oder Atome. Die zusammengesetz-
ten Teilchen koénnen auch hohere Spins besitzen, wie z.B. S = 2h. Wenn
dieser Spin halbzahlig ist, sind die zusammengesetzten Teilchen Fermio-
nen, fiir die das Pauli-Prinzip gilt. Bei ganzzahligem Spin nennt man auch
die zusammengesetzten Teilchen , Bosonen”.

2.4.1 Das Stern-Gerlach Experiment

Das Stern-Gerlach-Experiment dhnelt den Polarisationsexperimenten bei
Photonen. Es wurde urspriinglich von O. Stern und W. Gerlach im Jah-
re 1922 durchgefiihrt. Sie schickten einen Strahl von Silber-Atomen in ein
inhomogenes Magnetfeld und erhielten ein iiberraschendes Ergebnis. Das
Experiment ist auch mit anderen Atomen und sogar mit Neutronen durch-
gefiihrt worden.
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Zunichst betrachten wir den Ausdruck fiir die Energie eines magneti-
schen Momentes in einem Magnetfeld

E=—i-B (2.17)

Ein geladenes klassisches Teilchen, das sich dreht oder auf einer Kreisbahn
lauft, erzeugt ein magnetisches Moment

j=-L.[ (2.18)

2m

L ist der Bahndrehimpuls, ¢ die Ladung und m die Masse des Teilchens.
Diese Beziehung ist nur dann richtig, wenn die Massenverteilung und die
Ladungsverteilung des klassischen Teilchens identisch sind. Ist dies nicht
der Fall, so muss noch ein Faktor berticksichtigt werden, das gyromagneti-
sche Verhiiltnis g.

Elementare Teilchen konnen aber, obwohl sie punktformig sind, auch einen
intrinsischen Drehimpuls haben, den Spin. Fiir ein Teilchen mit Spin S und
ohne Bahndrehimpuls wird Gl. (2.18) zu

f=g- 1.5 (2.19)
2m

Man findet experimentell gPlektron ~ 92 0023. Es wurde versucht, aus dem
g-Faktor Riickschliisse auf eine effektive Massen- und Ladungsverteilung
eines klassischen rotierenden Objektes zu schliefSen, und so den Spin eben-
falls als Bahndrehimpuls zu deuten. Diese Versuche waren jedoch erfolg-
los. Der Spin ist kein Drehimpuls eines , rotierenden Objekts” ! Die richtige
Erklarung des Spins als internem Freiheitsgrad des punktférmigen Elek-
trons gelang Dirac, ausgehend von der relativistischen Energie-Impuls-
Beziehung, mit der Dirac-Gleichung.

Auch zusammengesetzte Teilchen haben einen Spin, z.B. S = h/2 bei
Proton und Neutron, wobei die magnetischen Momente durch die kom-
plizierten internen Wechselwirkungen bestimmt werden, mit den experi-
mentellen Werten ¢""'" ~ 5.5856 und ¢™Ve¥ron ~ —3.8264.

Aus der Energie E (Gl. (2.17)) folgt die Kraft, die auf ein elektrisch neutra-
les Atom (z.B. die Silber-Atome im Stern—Gerlach Versuch) aufgrund des
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2.4. Teilchen mit Spin

magnetischen Momentes ausgeiibt wird}

F = —VE
0 < ’ 0
Fo = a—xa(;/ﬁﬁBﬁ) = ;M/B‘a—%Bﬁ

(2.20)

Daher tritt nur in einem inhomogenen Magnetfeld (%E # 0) eine Kraft
auf.

Fir den Stern-Gerlach Versuch wird die in Abbildung und (2.10)
schematisch skizzierte Anordnung verwendet. Wir legen die Inhomogeni-

A

700 |
</

> i

X

Quelle

Abbildung 2.9: Aufbau des Stern-Gerlach-Experiments.

tat des Magnetfeldes in z-Richtung. Um das Experiment quantitativ ana-
lysieren zu konnen, machen wir einige Idealisierungen. Wir nehmen an,
dass das Magnetfeld aufierhalb der Liicke zwischen den Polen verschwin-
det. AuBerdem soll |B,| < |B.| und |B,| < |B.| sein und wir verlan-
gen weiter, dass der Feldgradient zwischen den Polschuhen konstant in
z-Richtung zeigt. Die Komponenten des magnetischen Feldes sind dann
im Idealfall B, ~ B, ~ 0, B, = z B’, wobei B’ der Feldgradient istﬂDar-

*Auf geladene Teilchen wirkt zusitzlich die Lorentz-Kraft.

®Man beachte, dass B, = B, = 0 wegen VB = 0 nicht moglich ist, aber man kann
zumindest erreichen, dass diese Komponenten des Feldes gegentiber der z-Komponente
vernachléssigbar sind. In diesem Fall werden die Komponenten des magnetischen Mo-
ments in der xy-Ebene sehr schnell um die z-Achse priazedieren und die Effekte der x-y-
Komponenten sich zu Null mitteln.
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S

I

Abbildung 2.10: Verlauf der magnetischen Feldlinien beim Stern-Gerlach-
Versuch

aus folgt
F.=u, B :

wobei B’ eine vom Magneten vorgegebene Konstante ist. Die z-Komponente
1. des magnetischen Momentes der einzelnen Silberatome kann hingegen
variieren. Die Teilchen werden daher im Bereich des Magneten entspre-
chend der Ausrichtung ihres magnetischen Momentes in z-Richtung ab-
gelenkt.

Die magnetischen Momente der Silber-Atome, die aus der Quelle kom-
men, sind statistisch verteilt. Klassisch sollte das magnetische Moment in
z-Richtung i, = |p| - cos @ kontinuierlich alle Werte zwischen — |x| und
+ |p| annehmen. Wir messen nun die Anzahl der auftreffenden Silber-
Atome in Abhédngigkeit von der Ablenkung z. Das Experiment sollte aus

Sicht der klassischen Physik eine kontinuierliche Verteilung liefern, wie
sie in Abbildung (2.11) links skizziert ist.

Was Stern und Gerlach aber gefunden haben, ist in Abbildung rechts
dargestellt. Man findet lediglich zwei Haufungspunkte, d.h. es kommen
nur zwei Werte fiir die Ablenkungen vor ! Dieses Messergebnis kann nur
so gedeutet werden, dass das magnetische Moment im Magnetfeld nur in zwei
Einstellungen vorliegen kann. Die dazugehorigen Werte des intrinsischen
Drehimpulses (Spins) sind S, = ig. Diese Einstellungen nennen wir Spin
up und Spin down, mit Bezug auf die Richtung des Magnetfeldes.

Dieses Ergebnis ist analog zu den beiden linearen Polarisationsrichtungen,
die ein Photon haben kann.
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A -

?

. >

relative Haufigkeit relative Haufigkeit

Abbildung 2.11: Skizze der klassisch erwarteten Hiufigkeitsverteilung (links)
und der tatsichlich beobachteten Haufigkeitsverteilung fiir fi..

Wenn der Stern-Gerlach-Apparat in irgendeine andere Raumrichtung zeigt,
findet man ebenfalls nur zwei Ablenkwinkel derselben Grofie ! Fiir jede
beliebige Richtung bestehen deshalb nur genau zwei mogliche Einstellun-
gen des magnetischen Momentes im jeweiligen Magnetfeld !

Um den Spin genauer zu untersuchen, werden wir vier Stern-Gerlach-
Experimente besprechen, die auf Feynman zuriickgehen und zu den Pola-
risationsexperimenten analog sind, die wir bei Photonen besprochen ha-
ben.

Experiment 1

Abbildung 2.12: Auswahl einer Spinrichtung: symbolische Darstellung.

Um die Experimente leichter beschreiben zu kénnen, verwenden wir fiir
einen Stern-Gerlach-Apparat (Abb[2.9) mit Inhomogenititin z (y, z)-Richtung
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NO
NO |+z) ﬁ
|+z) ﬁ ng 0
ng NO |-z) ﬁ
|-z) _I -

Abbildung 2.13: Zwei SG ; Apparate hintereinander.

die Abkiirzung SG, (SG,, SG.)f|

Wir stellen jetzt hinter SG, eine Blende auf, die z.B. den unteren Teilstrahl
ausblendet. In Abbildung (2.12) haben wir ein schematisches Symbol fiir
einen solchen Stern-Gerlach-Apparat eingefiihrt.

Nun stellen wir hinter den ersten SG, , der den unteren Teilstrahl ausblen-
det, einen zweiten SG. (siehe Abbildung (2.13)), mit derselben Blende. Wir
finden, dass alle Teilchen, die durch den ersten SG, gegangen sind, auch
hinter dem zweiten SG, nachgewiesen werden. Wenn wir im zweiten Ap-
parat statt des unteren den oberen Weg ausblenden, kommen keine Teil-
chen mehr durch. Das Teilchenensemble am oberen Ausgang des ersten SG., ist
offenbar in einem Zustand pripariert, den wir mit dem zweiten SG., iiberpriifen
konnen und der zum Zustand am unteren Ausgang orthogonal ist. Wir nennen
den Zustand am oberen Ausgang |+ z), weil die z-Komponente ihres Spins
den Wert +2 hat, und den Zustand am unteren Ausgang | — z).

Das beschriebene Experiment zeigt, dass die Zustdnde | + z) und | — z) zu-
einander orthonormal sind:

(+z|+2) =(—2|—2)=1

(—z|4+2)=(+2] —2) =0 . (2.21)

(Zunéchst sind nur die Wahrscheinlichkeiten bekannt, d.h. die Betrags-
quadrate |(£z| & 2)|*. Weil aber das Skalarprodukt (a|a) eines Vektors mit
sich selbst reell ist, tritt bei den Amplituden in der ersten Zeile von Gl.
kein Phasenfaktor auf.)

Der obere Kanal des SG, Apparates erzeugt einen Zustand in | + z) -Richtung.

®In Flugrichtung = muss man das Stern-Gerlach Experiment durch eine andere An-
ordnung zur Messung des magnetischen Moments ersetzen. Um die Notation zu verein-
fachen, werden wir dennoch von einem ,Stern-Gerlach” Experiment sprechen.
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Er entspricht daher dem Projektionsoperator |+ z)(+z|, und der untere Ka-
nal dem Projektionsoperator | — z)(—z],

Die analogen Ergebnisse erhalten wir, wenn wir im Experiment die z-
Richtung durch die z- oder die y-Richtung ersetzen: die entsprechenden
Apparate projizieren auf Zustinde |+ z) und | — z) bzw. auf |+ y) und

| =) .

Experiment 2

Wir verwenden wieder SG, als Filter, um ein Ensemble im Zustand | + z) zu
préaparieren. Im Anschluss platzieren wir einen SG, -Apparat (siehe Ab-
bildung (2.14)). Das Experiment ergibt: Die Halfte der Teilchen, die in SG,,

N

2
N [+x) T
|+z) A ng 20
ng N [=x) ﬁ

Abbildung 2.14: SG, und SG, Apparat hintereinander.

einfallen, liefern den Messwert S, = +§L, und die Hilfte S, = —g. Der
(+z)-Zustand und der (—z)-Zustand kommen also gleich haufig vor. Das
gleiche Resultat erhalten wir fiir alle anderen Kombinationen unterschied-
licher Spinrichtungen. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsamplitu-
den miissen deshalb

(o] ) = 1/2
{2yl + 2)|* = 1/2 (2.22)
[(£a| £y)|* =1/2

erfiillen. Dafiir werden wir einen komplexen Vektorraum benétigen.

Bei Photonen haben wir dieselben Wahrscheinlichkeiten von § gefunden,
wenn der Winkel zwischen zwei Polarisationsrichtungen x und 2’ 45 Grad
betrug. Bei Spin-; Teilchen ist der entsprechende Winkel 90 Grad, z.B. zwi-
schen z und z ! Zustdande zu um 90 Grad verdrehten Richtungen des Spins
stehen bei Spin-1 Teilchen nicht orthogonal aufeinander !
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Die algebraische Beschreibung fiir den oberen Ausgang des 2. Experiments

in Abb. (2.14) ist

| +2) (+z|+2) = |+ z){+z | + 2)
—.— —— —— ~——
Zustand Zahl Projektion Zustand nach SG,

Experiment 3

Wir bringen jetzt hinter die Versuchsanordnung vom zweiten Experiment
eine Blende an, die Zustinde mit (+x) herausfiltert. Im Anschluss daran
platzieren wir wieder einen SG,, um die Spinverteilung in z-Richtung zu
messen (siehe Abbildung (2.15). Resultat: Die Halfte der Teilchen, die in

Neo.
Ng. [+2) e
N, |+x)—2> S, No
[ )b | Sg | No |2) e

5S¢ N |=x) —2|

Abbildung 2.15: SG,, , SG, und SG, Apparate hintereinander.

den dritten Stern-Gerlach-Apparat hineingehen, liefert den Messwert S, =

+2 und die Hilfte liefert S, = —2.

Der zweite Apparat, der ein Ensemble in | + z) -Richtung prépariert, hat
somit sdmtliche Information tiber die urspriingliche |+ z) -Polarisation
vernichtet. Wir schliefen, dass es zusitzlich zu einer Polarisation in +z-
Richtung am Ausgang des zweiten Apparates keine Information {iber ei-
ne *z-Polaristion gibt. Daher ist, wie schon zu vermuten war, der Raum
der Spin-Polarisationen nur zweidimensional, obwohl Polarisationen be-
ztiglich dreier Koordinatenrichtungen z,y, = moglich sind ! Vollstandige
orthonormale Basissysteme sind daher

{[+), [-2)}, oder {|+y), [-y)}, oder {|+2), -2}

Wie wir noch sehen werden, ist auch { |+ 77), |—7) } beziiglich einer belie-
bigen Richtung 77 ein solches System.

Wegen der Vollstiandigkeit der Basis sollten auch die entsprechenden Voll-
standigkeitsrelationen wie

1 = |+a)(+z| + |—z)(—2] (2.23)
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gelten. Dies sehen wir im ndchsten Experiment tatsdchlich.

Experiment 4

Wir bauen einen Analysatorkreis auf, der in Abbildung (2.16) skizziert ist.
Dieser Apparat ist so konstruiert, dass die divergenten Teilchenstrahlen

) e Anca

Abbildung 2.16: Analysatorkreis fiir ein Stern-Gerlach-Experiment. (Die inho-
mogenen Magnetfelder bewirken jeweils eine Kriimmung der Bahn; ein gerader
Bereich tritt, anders als in der Abbildung, nicht auf.)

wieder zusammengefiihrt werden Wenn man intern keine weiteren Blen-
den anbringt, sollte dieser Apparat wie der Einheitsoperator wirken.

Wir konnen mit diesem Apparat dieselben Experimente wie mit dem ein-
fachen Stern-Gerlach-Apparat durchfiithren. Dazu tauschen wir im Experi-

| +x>

$

Abbildung 2.17: Modifiziertes Stern-Gerlach-Experiment mit Blende.

ment 3 den mittleren Apparat SG, gegen einen Analysatorkreis mit Inho-
mogenitdt in x-Richtung aus. Zundchst blenden wir im mittleren Teil einen
der beiden Teilstrahlen aus (siehe Abbildung (2.17)). Wir finden das alte

7 Als Stern-Gerlach Experiment ist dieser Apparat nicht realisierbar, wohl aber als eine
dquivalente Anordnung in einem Interferometer.
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Ergebnis: wenn wir den (—xz)-Zustand ausblenden, liefern 50 % der Teil-
chen S, = +§ und 50% S, = —g. Dasselbe gilt, wenn wir | 4+ z) ausblenden.

Wir konnen aber beide Wege freigeben. Dann beobachten wir, dass nach
dem dritten Apparat alle Teilchen mit S, = +% herauskommen. Der Ana-
lysatorkreis wirkt somit in der Tat wie ein Einheitsoperator, und Gl.
ist erfiillt ! Der Analysatorkreis pragt den Teilchen keine Information be-
ztiglich der z-Richtung auf. Dieses Ergebnis ist vollig analog zum entspre-
chenden Experiment mit Photonen.

2.4.2 Basisvektoren fiir Spin-%Teilchen

Wir haben aus dem Experiment gelernt, dass der Spin von Spin-3 Teilchen
durch einen zwei-dimensionalen Vektorraum beschrieben wird, mit dqui-
valenten vollstindigen und orthonormalen Basissystemen

{[+), [=2)}, oder {|+y), [-y)}, oder {|+2), =2}

Aus den beobachteten Wahrscheinlichkeiten konnen wir auch die Trans-
formationen zwischen den Basissystemen grofsenteils herleiten. Wir wer-
den | + x) bzw. | £ y) mit Hilfe der Basisvektoren | + z) ausdriicken.

Allgemein konnen wir schreiben
|+2) = ci|+2) + c.|—2), mit cx = (£z|+2),

mit |c; |*+|c_|* = 1 fiir die Normierung. Aus dem experimentellen Ergeb-

niss |[(£z| £ 2)* = 5 (GL (2.22)) folgt |ci| = 5, also

Cy = eij;
i6_
= , (2.24)
| +2) = S5(| +2) +€° = 2))

wobei d+ noch unbekannte Phasen sind und 6 :=4d_ — 4.

Genauso folgt aus |(+y| + 2)|? = 1 (Gl. (2.22)) die Darstellung

|+ ) = ej;(|—|—z>+ew|—z)) . (2.25)
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Nun kénnen wir das Skalarprodukt von | 4+ z) und | + y) bilden:

eI+ eld+ . .
(hyl+a2) = —5— ((+el+ e (=2]) (| +2) + " = 2))
(04—
G ( +2 V+) (1 N 61(5—’Y))
=
1 (5
[yl + o) = S+ eP

(140 (1 4 €M)

(14 cos(6 — 7))

DN — | =

Um die beobachtete Wahrscheinlichkeitsamplitude |(+y| + z)|* = § zu er-
halten, muss 6 —y = +7 gelten. Es kann hier noch nicht festgelegt werden,
welche Werte 6 und v individuell annehmen. Aus den spéter behandelten
allgemeinen Basistransformationen fiir Spins wird sich 6 = 0 und v = 7,
sowie 7. = 04 = 0 ergeben. Damit werden die Gleichungen bzw.

(2.25) zu:

1

|+x) = E(‘+Z>+’_Z>> (2.26)
1 )

\+y> = E(‘+Z>—|—l‘—z>) . (2.27)

Die Orthogonalitatsbeziehungen (—z| + z) = 0 und (—y| + y) = 0 legen
dann die restlichen Zustinde bis auf einen weiteren Phasenfaktor fest, der
sich spéter ebenfalls aus dem Spin-Rotationsoperator ergeben wird.

1

|—x) = E<|+Z>_|_Z>)
1 .

-y = E(HZ%I!-Z))-

Es ist wichtig zu vermerken, dass die experimentellen Ergebnisse GI.
mit rein reellen Zahlen fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden nicht er-
klart werden kénnen. Man bendtigt hier zwingend einen zweidimensio-
nalen komplexen Vektorraum.
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Wir werden spéter auch die Spin-Zustédnde fiir eine beliebige Quantisie-
rungsrichtung 77 berechnen. Der Vollstandigkeit halber seien sie hier schon
angegeben. Beide Zustdnde sind nur bis auf jeweils eine Phase eindeutig.

SPIN-ZUSTANDE IN RICHTUNG 71

[+i7) = cos(%) |+z) + e sin(

(%)
2
|—71) = sin() |+2) — €% cos(

NI NI
S~—
[
~

(2.28)

wobei 6 und ¢ die Kugelkoordinaten des Einheitsvektors 77 = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 0)
sind: 6 ist der Winkel zwischen der z-Achse und dem Vektor 77; ¢ ist der

Winkel zwischen der x-Achse und der Projektion von 77 auf die xy-Ebene.

Mit der Phasenkonvention von Gl. gilt |[+)_7 = |—)s. Die Kurz-
schreibweise | + 77) und | — 7) ist daher gerechtfertigt.

Charakteristisch fiir GI. 1) ist das Auftreten des halben Winkels g bei
den Spin 3-Teilchen.

Wir tiberpriifen leicht die Spezialfélle fiir die drei Koordinatenachsen 77 =
é;, 1n = ¢é,, und 1 = é,. Um die tibliche Phasenkonvention fiir | — z) zu
reproduzieren, muss man hierbei fiir die z-Achse ¢ = m wéhlen.

Richtungn | 0 | ¢ |-+n) |—n)
& 510 B+ +1-2) | 5Hl+2) —1-2)
y 515 | mlt+a) +il=2) | (+2) —il-2)
2 0|n |+2) |—2)

2.4.3 Spin 1 Operatoren

Bei Messung des Spins in den Richtungen z, y, 2 haben wir jeweils genau
zwei verschiedene Messergebnisse gefunden, ndmlich +2. Nach den Po-
stulaten in Abschnitt entsprechen diesen Messungen Spin-Operatoren,
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welche auf die jeweils erzeugten Zustande projizieren und die Messwerte
als Eigenwerte haben. Bei Messung von S, zum Beispiel sind die projizier-
ten Zustande | £ z). Die allgemeine Darstellung in Abschnitt war die
Spektraldarstellung
A=) a5la)ayl -
J
Die Spin-Operatoren konnen wir daher sofort angeben:

SPIN-OPERATOREN

>

(1+@)(+al = |- a)-al )
(1+w+ul = I=w)i-vl) (2.29)

(1422l = | = 2Kl ) .

8

<

>
NS SN S

Wir konnen den Spin-Operator auch gleich allgemein fiir eine beliebige
Richtung 77 schreiben:

Si = §\+ﬁ><+ﬁy + (—§)|—ﬁ><—ﬁy. (2.30)

Da die Eigenwerte 2 reell sind, sind die Spin-Operatoren hermitesch.

Darstellung in der z-Basis

Wir berechnen nun die Darstellungen dieser Operatoren in der S.-Basis
| £ z). Um die Notation zu vereinfachen, werden wir (nur fiir diese Rech-
nung) die Vektoren | + z) und | — z) mit |sz) bezeichnen, s = +1. Die Ei-
genwertgleichung fiir S, ist dann

S.|sz) =sblsz), mit [sz) =

R | +2z) furs=+1
| —2) furs=-—1.
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Die Matrixelemente dieses Operators in der z-Basis sind
h

(s'2] S, |sz) = s g (s'z]sz) = s B .

Die Matrixdarstellung des Operators S. in der |+2z)-Basis lautet somit

S +1 -1
S/
) +1 +5 0 h ( 10 )
S, — = 5 _
-1 0 _g 2 0 1

Der Pfeil soll dafiir stehen, dass der Operator in der gewdhlten |+z)-Basis
in die angegebene Matrix tibergeht.

Analog erhalten wir aus der Spektraldarstellung von S, und der Darstel-
lung der Zustdnde | & x) in der z-Basis

|£a) = — (|+2) + |- 2))

V2
(woraus man direkt z.B. (—z| — 2) = —\/% abliest) die Matrixelemente in
der z-Basis:
/ A h /
(320 S, ls2) = 5 (2| (1+adal = | = a)=a]) |s2)
h
= 3 <<5’2| + z)(+z|sz) — (s'2| — x)(—$|sz))
h
=5 ((s'z| + ) (sz| +x)" — (2] —x) (s2] —2)")
S +1 -1
S/
+1 | (+elta) (+2l+a)* (+z|+z) (—z|+z)*
— (t2l-a) (h2l-a) | = (+2l—a) (—z|-a)*
(—zl+a) (+2]+a)* (—zl+a) (—z|+a)*
11— (—2l-a) (2]—a) — (—2|-x) (—2|-z)*
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S A h 1
Die Matrixdarstellung von S, in der z-Basis ist demnach Sy — 3 < (1) 0 )

Fiir die y-Komponenten des Spin-Operators erhalten wir

(4"l + szl +9)" = (2 =y (s2] = )"

(1)

oS NSt

Zusammenfassend finden wir die

DARSTELLUNG DER SPIN-:OPERATOREN IN DER |+z)-BASIS:
PAULI-MATRIZEN

¢ _, b0 1N _ A _h
@ o\ 1 9% = 57
. B/ 0 —i K B
— = — = 2.31
S, — 2(—|—i O) 20y o1 (2.31)
g _, hO1 0N _ A R
: o\ 0 —1) T 2% = 3%

03,0y, 0, (alternative Namen: 01, 09, 03) sind die Pauli-Matrizen. Wir stel-
len einige wichtige Eigenschaften zusammen.
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EIGENSCHAFTEN DER PAULI-MATRIZEN

Oa 08 = 0ap 1+ iZ EaBy Tx (Z.B. Oy Oy = iaz)
v

2 =1
{00,058} = 26ap
[0a,08] = 21 Z Eapy Oy (2.32)
2!
00 = O
det(oq) -1
Sp(0a) = 0

{A, B} steht fiir den Antikommutator {A, B} := AB + BA, und ¢, ist der
total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor.

LEVI-CIVITA-TENSOR

€123 = €231 = €312 = +1
€321 = €213 = €132 = —1
€apy =0 wenn zwei oder mehr Indizes gleich sind
(2.33)

Er ist invariant gegen zyklische Vertauschung der Indizes: .5, = €370 =
€4ap- Die zweite, dritte, und vierte Zeile in Gl folgen direkt aus der
ersten Zeile. Das Summenzeichen wird oft weggelassen (Summationskon-
vention).

In der vierten Zeile von Gl. (2.32)) steht der Kommutator der Pauli-Matrizen.

51



2.4. Teilchen mit Spin

Daraus folgt der Kommutator der Spin—%Matrizen (Notation ohne ,,Hut”;
hier in der z-Basis)

h\* R . h ,
[Sa, Sg] = B (00,08 = T 20e0p, 0y = 1hensy 50y = ih eqpy Sy
Weil in endlich-dimensionalen Rdumen ein Isomorphismus zwischen den
Operatoren und den Darstellungen besteht, gilt die obige Kommutator-
Relation in jeder Basis und auch fiir die Operatoren:

ALGEBRA DER SPIN-OPERATOREN

So, S5l = ih €apS Va,B,v=1,2,3 (2.34)
B By

Diese Beziehung gilt fiir beliebige Drehimpulse, wie wir spéter sehen wer-
den. Es handelt sich hier um die sogenannte Lie-Algebra der Drehgruppe.

Eine weitere wichtige Beziehung folgt aus o2 = 1:

52 = il (2.35)

Dies sieht man auch direkt aus der Spektraldarstellung:

2

82 = (3 Inytnl + (5% |=n)=nl = - (In){al + |=nh(nl ) = 5 8.

0
Matrizen den Vektorraum der 2x2 Matrizen auf. Es ldsst sich demnach

jede 2x2 Matrix als

Anmerkung: Zusammen mit der Einheitsmatrix ( (1) ) spannen die Pauli-

M:a0ﬂ+a1-0x+a2~ay+a3-az (236)

mit komplexen Koeffizienten a; darstellen (s. Ubungen). Man kann da-
her jeden hermiteschen Operator in einem zweidimensionalen komplexen
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

Vektorraum mit Hilfe der Pauli-Matrizen schreiben. Deswegen sind die
Pauli-Matrizen und ihre Rechenregeln nicht nur bei Spin- Teilchen wich-
tig, sondern in jedem quantenmechanischen System mit nur zwei (fiir die
Anwendung relevanten) Zustanden. Beispiele dafiir sind Atome, in denen
ein Grundzustand und nur ein angeregter Zustand wichtig sind, was etwa
bei NMR und beim Laser vorkommt !

Erwartungswerte und Varianz

Mit Hilfe der Spin-Operatoren kénnen wir Erwartungswerte von Mess-
ergebnissen ausrechnen. Es sei zum Beispiel ein Ensemble im Zustand

| +z) gegeben. Wir messen die z-Komponente des Spins, z.B. mit einem
SG, Stern-Gerlach-Experiment. Die einzelnen Messergebnisse sind i%’, nam-
lich die Eigenwerte von S.,. Wenn wir das Experiment mit vielen unabhéan-
gigen identisch préaparierten Teilchen wiederholen, konvergiert bei zuneh-
mender Zahl von Wiederholungen der Mittelwert aller Messwerte gegen
den Erwartungswert. Dieser ist hier Null:

(5) = @8l = 2l (RE - -a6) ) @)
h’ 2 h 2

= 5 lal+ 2P + (=5) el =2 2:38)
S—— —
W (+z|z) W(—z|z)

G

denn im Zustand |z) werden gleich héufig 2 und —2 gemessen.

Die einzelnen Messwerte streuen um den Erwartungswert. Das Quadrat
der Streuung ist die Varianz (Notation {iblicherweise ohne Dach) :

N

asg) = ((8-182)") = (8- 288D + (5
= (87— (8"

~

Die Varianz vereinfacht sich weiter, weil (S.) = 0 und 52 = (%) i

z

TR — (Z)Qﬂm - Gy

>

Im Zustand | + z) findet man daher im Mittel den Messwert (S,) = 0, aber
mit einer groen Streuung von AS, = 1,
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Kapitel 3
Zeitentwicklung

Bisher haben wir uns mit Momentaufnahmen befasst. Ein wesentliches
Anliegen der Physik ist es aber, vorherzusagen, wie sich der Zustand ei-
nes Systems entwickelt. Fiir die Quantenmechanik heifst das: Wie sieht der
Zustand |1 (t)) zur Zeit t > to aus, wenn er zur Zeit t = tq bekannt ist?

3.1 Zeitentwicklungsoperator

Die Norm des Zustandes muss zu allen Zeiten Eins sein

(W@Ol) = 1, (3.1)

denn die Norm ist reell und |(1(¢)|«(¢))|? ist die ,Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen im Zustand [¢(t)) zu finden, wenn es im Zustand |¢(t)) ist”. Die-
se Wahrscheinlichkeit ist natiirlich gleich Eins. Die Zeitentwicklung wird
deswegen durch einen unitdren Operator beschrieben:

ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR U (¢, t)

A~

[Ww(t) = Ut to) |[¥(to)) - 3.2)
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3.1. Zeitentwicklungsoperator

Die Unitaritit U'U = 1 sichert, dass sich die Norm von |¢(#)) nicht dndert:
(W(t) [9(1) = (W(to)| (U(t 1)) Ut 1) [(ta)) = ((to) | (ko))

Wir verlangen sinnvollerweise, dass die Zeitentwicklung in separaten Zeit-
schritten durchgefiihrt werden kann, d.h. es soll die folgende Gruppenei-
genschaft gelten:

Ulta, to) = Ulta,t1) - U(t1, to) (3.3)

Um U (t,t0) zu bestimmen, betrachten wir eine infinitesimale Zeitentwick-
lung. Man kann U in eine Taylorreihe entwickeln,

Ulto + dt, ty) = ]Al—%lf[dt—i— e (3.4)

wobei der Faktor (—1) eine Konvention ist.
Der Operator H wird Hamilton-Operator genannt. Er beschreibt das Ver-
halten des Systems bei kleinen zeitlichen Anderungen und ist das Ge-
genstiick zur Hamiltonfunktion in der klassischen Mechanik (s.u.). Aus der

Unitaritit von U folgt, dass H hermitesch ist, denn

!

I = Uf(ty+dt,to) Ulte+ dt,to)
= (]1 + %IQIT dt) (]1 —~ %Hdt) + O ((dt)?)
S (At~ i) a + O ((@?)
= H = Hff

Aus Gleichung folgt

A~

Ut +dt,ty) = U(t+dt,t)-Ut,ty)

= (-3 Hd) U(tt) + O((@)?)

= Ult,to) = 5 H Ut to) dt + O ((dt)?)

(tty) =~ —%HU(t,to) dt

A~

Ut + dt, ty) —

-l
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Dies ist ein Differentialquotienfl} und wir erhalten die

SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DEN ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR

d - .
i Ult o) = H-Utto) (3.5)

Anmerkung: Durch vorgegebene dufiere Felder kann der Hamiltonope-
rator [(t) eines Systems selbst zeitabhingig sein, so wie auch in klas-
sischen Systemen der Erzeuger der Zeitentwicklung (Hamilton-Funktion)
zeitabhdngig sein kann. Eine solche explizite Zeitabhingigkeit schreibt man
auch oft mit einem unteren Index wie , H,”. Wir werden der Ubersicht-
lichkeit halber die Zeitabhangigkeit meist nicht explizit notieren. Wenn [
keine explizite Zeitabhingigkeit haben darf (sogenannter , stationdrer Fall”), wer-
den wir dies ausdriicklich erwihnen.

3.1.1 Formale Losung fiir den Zeitentwicklungsoperator

Die Gleichung (3.5) kann man formal 16sen, in einer fiir Anwendungen
oft niitzlichen Form. In diesem Abschnitt schreiben wir die Zeitabhingigkeit
von H(t) ausdriicklich mit. Wenn H explizit von der Zeit abhangt, gilt im

allgemeinen [H (ty), H (tg):| # 0. Wir betrachten nur den hdufigen Fall, dass

~ A

alle Hamiltonoperatoren kommutieren: [H (t1),H (tg)i| = 0 fiir alle Zeiten
t1,t2 im Intervall ¢, bis t. Dann kann die Bewegungsgleichung mit dem
Ansatz o

U(t, ty) = e i T

gelost werden.

'Das quantenmechanische System ist von weiteren Parametern, wie z.B. seiner Grofle
abhingig. Wenn wir diese Abhingigkeit berticksichtigen, sollten wir %[Af (t,...) schrei-
ben. Traditionell notiert man nur die Zeitabhédngigkeit explizit und schreibt %Tj (t,t0)-
Mit beiden Schreibweisen ist dasselbe gemeint ! Gleiches gilt fiir den Hamiltonoperator,
den Zustandsvektor, etc.. Man wechselt zur Schreibweise %, wenn die betrachtete Funk-
tion ausdriicklich von mehr Argumenten abhingt, insbesondere bei der Wellenfunktion

Uz, ).
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3.1. Zeitentwicklungsoperator

Beweis: Die Hamiltonoperatoren H(t) sind alle hermitesch. Zu jedem Zeit-
punkt ¢ haben sie deshalb eine Eigenbasis {|¢,(t))}, mit H(t)|@,(t)) =
E,(t) |i¢(t)) und reellen Eigenwerten E,(t)P]

~ ~

Da die Hamiltonoperatoren alle vertauschen, [H(t;), H(t2)] = 0, konnen
sie gemeinsam diagonalisiert werden (s. Anhang, Theorem [A.8), d.h. die
Eigenbasis kann unabhingig von ¢t gewidhlt werden. Dann hdngen nur die
Eigenwerte E, (t) von der Zeit ab. Die Eigenvektoren kénnen auch ortho-
normal gewdhlt werden. Dann lautet die

SPEKTRALDARSTELLUNG
KOMMUTIERENDER HAMILTONOPERATOREN

H(t) = ) Ealt) len) {pal - (3.6)

Aus dem Spektralsatz (A.61c) folgt fiir Funktionen des Hamiltonopera-
tors:

fAH®) = Y fER) |en) (onl - (3.7)

Insbesondere gilt fiir obigen Ansatz

Ut to) = ¢ H o 1O = 57 ¢TI0 B0 1) () (38)

n

und er erfiillt in der Tat die Schrédingergleichung (3.5):

Ld o~ . —1 —i ftt En(1)dr
Zﬁ% Ult, ty) = th —E,(t)e "o |©n) {@nl

A~

= H(t) U(t,to)

2Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir eine diskreten Index n der Eigenwerte
E,, an. Der Beweis kann direkt auch auf kontinuierliche Eigenwertspektren verallgemei-
nert werden.

58



Kapitel 3. Zeitentwicklung

Mit der Anfangsbedingung U (to, ) = 1 folgt wie behauptet der

ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR
BEI KOMMUTIERENDEN HAMILTONOPERATOREN

Olt,tg) = e M MOH = 37 Ho B0 ) (0] - (39)

n

Im einfachsten und wichtigsten Fall, namlich dass A nicht von der Zeit
abhangt, ist

A i 5

Ult,tg) = e w7t H

Diesen Fall behandeln wir in Kapitel 3.4 weiter.

Im schwierigsten Fall, wenn []:I (ty), H (tg):| # 0, kann die Gleichung
formal tiber die sogenannte Dyson-Reihe aufsummiert werden, bei der man
die Operatoren in der Potenzreihenentwicklung von zeitlich ordnet,
deren Behandlung aber iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinausgeht.

3.2 Korrespondenzprinzip: Der Hamiltonopera-
tor fiir einige wichtige Systeme

Es zeigt sich, dass der Hamilton-Operator eines quantenmechanischen Sy-
stems direkt zur Hamiltonfunktion des entsprechenden klassischen Sy-
stems korrespondiert. Man erhidlt ihn, indem man die Ortskoordinaten &
durch den Ortsoperator @ und die Impulskoordinaten 7 durch den Im-
pulsoperator P ersetzt. Zum Beispiel wird aus einem Potential V (z) = kx>
der Operator V(Q) = k Q2. Der Ort wird somit durch den im Ortsraum
diagonalen Operator und der Impuls durch den im Impulsraum diago-
nalen Operator ersetzt ! Diese Ersetzung (,, Korrespondenz”) ist nicht offen-
sichtlich. Sie ist letztlich durch den Erfolg gerechtfertigt.

Durch diese Ersetzung erhalten wir den
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3.2. Korrespondenzprinzip; Wichtige Hamiltonoperatoren

HAMILTONOPERATOR FUR EINIGE WICHTIGE SYSTEME

1. Teilchen in einem dufSeren Potential

—
~

~ P2 oo

H= — 1V (3.10)
2M el
kin.Teil pot.Teil

2. Geladenes Teilchen im iufSeren elektromagnetischen Feld

. ( b eA(C:j )) 2
H= 5 +ep(Q,t) (3.11)
m

A Vektorpotential (magn. Feld B = rot A); e: Elektronladung
¢ : Skalarpotential (el. Feld E = —grady — 2 A)

Anmerkung 1: Das Korrespondenzprinzip tibertrdgt sich auch auf verall-
gemeinerte Koordinaten p, und ¢z im Hamilton-Formalismus der klassi-
schen Mechanik. Sie werden durch verallgemeinerte Operatoren P, und
()3 ersetzt, die Vertauschungsrelationen wie die normalen Orts- und Im-
pulsoperatoren gehorchen. Dies entspricht dem Ersetzen der Poissonklam-
mer {pa, qp} der klassischen Mechanik durch den Kommutator + [Pa, QB] in der
Quantenmechanik. (Bei unklarer Reihenfolge, z.B. bei Produkten PQ, ist
meist die hermitesche Kombination (PQ + QP)/2 korrekt).

Anmerkung 2: Es gibt eine zweite Methode, um von einem klassischen Sy-
stem mit einer Hamiltonfunktion H und zugehoriger klassischer Wirkung
S zur Quantenmechanik desselben Systems zu gelangen. Diese von Feyn-
man erfundene Pfadintegralmethode kommt sogar ganz ohne Operato-
ren aus ! Sie postuliert, dass die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass
ein Teilchen vom Punkt & zur Zeit ¢t nach 2’ bei t' gelangt, proportlonal
zur Summe {iiber alle Wege von 7 nach i ist, gewichtet mit exp(—+5) fiir
jeden Weg. Man kann zeigen, dass dies zum Korrespondenzprmz1p aqui-
valent ist. Etwas mehr dazu in der Vorlesung zur fortgeschrittenen Quan-
tenmechanik. Der Pfadintegralzugang wird hdufig in der modernen Viel-
teilchenphysik und in der Elementarteilchenphysik verwendet.
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

3.2.1 Teilchen mit Spin

3. Neutrales Spin 5 Teilchen im Magnetfeld. Auf den Spin wirkt

H=—-uBS = —u(B,S, + B,S, + B.S.) (3.12)

B: externes Magnetfeld, experimentell vorgegeben (Kein Operator).
S:

Spin-Operator

Dieser Hamilton-Operator wirkt z.B. im Stern-Gerlach-Experiment. Er ist
analog zur klassischen Energiefunktion eines Teilchens mit Drehmoment
in einem Magnetfeld, wobei es aber beim Spin keine entsprechende ele-
mentare Drehung gibt (s. Kap.[2.4) f]

Der Zustandsvektor eines Teilchens mit Spin enthélt sowohl eine Ortsab-
hangigkeit als auch eine Spin-Abhéngigkeit. Der Zustandsvektor gehort
daher zu einem Produktraum aus Orts- und Spin-Abhéngigkeit. Es sei-
en |o) die Basisvektoren des Spinraums. Dann sind die Basisvektoren des
Produktraums |Z,0) = |Z) ® |0) = |z) ® |y) ® |z) ® |o) und ein
allgemeiner Vektor des Produktraums ist

W = 3 / 0T f,(@) [T.0) = o) + ). (313)
o=",|

Die Wellenfunktion ist (Z,0) = (Z,0|¢) = f.(Z).

Der auf das Teilchen wirkende Hamiltonoperator ist die Summe des Ha-
miltonoperators Gl. (3.12) fiir den Spin und von Hamiltonoperatoren im

Ortsraum wie Gl. (3.10) oder (3.11)),
H = —uBS + — +V(Q) . (3.14)

Die Operatoren @ und P wirken dabei nur auf die Basisvektoren |#) und

der Operator S nur auf die Basisvektoren |o).

3GL. (3.11) und (3.12) folgen beide aus der Dirac-Gleichung, der relativistischen Ver-
allgemeinerung der Schrédingergleichung.

61



3.3. Schrédingergleichung fiir den Zustand

3.3 Schrodingergleichung fiir den Zustand

Aus der Schrodingergleichung tiir den Zeitentwicklungsoperator lei-
ten wir nun die dquivalenten Schrodingergleichungen fiir den Zustands-
vektor und seine Darstellungen her, insbesondere fiir die Wellenfunktion

U(z,1).
Durch Anwenden von Gleichung auf [ (ty)) erhdlt man

L d o~ NN
lhd_t U(t,to)lv(to)) = H-Ult,to)|i(to))
—_— —_—
(1)) [4(t))
also die

SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DEN ZUSTANDSVEKTOR

d 3
iho [b(t)) = H[¥(1)) (3.15)

3.3.1 Schrodingergleichung in einer diskreten Basis

Gleichung (3.15) ist die Schrodingergleichung fiir den Zustandsvektor [(t)).
Wir konnen sie auch in einer Basis schreiben. Es sei z.B.

[W®) = D ¢lt) lej)

J

mit diskreten orthonormalen Basisvektoren |e;) (z.B. ein diskreter Orts-
raum: |e;) = |z;)). Dann ist |¢;(¢)[* = |{e;|¢)|* die Wahrscheinlichkeit, zur
Zeit ¢ das Teilchen im Zustand |e;) zu finden. Die Schrodingergleichung
GL wird dann zu

0] = i Y Sele) = 3 6 )

J
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

und nach Multiplikation von links mit (e;| zu
. d A
ih— a(t) = > (el Hlej) ¢(t) .

/ H

In Vektorform geschrieben ergibt das die

SCHRODINGERGL. FUR DEN ZUSTAND, IN EINER DISKRETEN BASIS

Lod _
ih Ec(t) = H-dt) , (3.16)

wobei ¢ der Vektor der Entwicklungskoeffizienten c; ist und H die Matrix-
darstellung von H in der Basis |e;).

3.3.2 Kontinuierlicher Ortsraum: Wellenfunktion, Ortsope-
rator, Impulsoperator

Besonders wichtig ist die (im Anhang ausfiihrlicher besprochene) konti-
nuierliche Ortsraumbasis. Die Darstellung des Zustandsvektors [¢(¢)) in
der Ortsraumbeasis {|7) = |z)|y)|z)} ist durch die Koeffizienten (Z|¢)(t))
gegeben. Dies ist die

WELLENFUNKTION

(@) = (T|Y(1)) (3.17)

Die Bedeutung der Wellenfunktion ist analog zum diskreten Fall: Das Be-
tragsquadrat [¢(Z, t)|? = |(Z]¢)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, zur
Zeit t das Teilchen am Ort # anzutreffen. Das raumliche Integral {iber diese
Dichte

/ B7 |[Y(E, 1) (3.18)
%

ist die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t das Teilchen im Volumen V anzutreffen.
Man beachte, dass # und ¢ in der Quantenmechanik unabhéngige Variable
sind. Es gibt keine Trajektorie Z(t), sondern statt dessen die Wahrschein-
lichkeitsdichte |¢(Z, t)|%.
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3.3. Schrédingergleichung fiir den Zustand

Wir fassen im folgenden kurz die Eigenschaften von Orts- und Impuls-
operator zusammen (s. Kap.[A.6.4 und [A.7.5).

Der Ortsoperator

G = (0..0,,0.) = / & 7 |7 (3.19)

hat drei unabhédngige kartesische Komponenten mit den Eigenwertglei-
chungen

Qu |7) = 2z, |7) (a=uz9,2) (3.20)
= Qu¥(E) = z.0(F) (3.21)

Den Erwartungswert des Ortsoperators erhdlt man z.B. durch Einsetzen
der obigen Spektraldarstellung oder durch Einschieben eines Einheitsope-

rators:
Wl Gl = W / 107 Gl) = / & (1T (F| 7 )3.22)
= /d:v T |p(T)|?, (3.23)

also durch Integration von ¥ mit der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdich-

te [¢)(Z)[*.
Der Impulsoperator (Kap.|A.7.5)

P= (PP, P.) = / &pp 1) = —in / & |#) V(7] (3.24)

hat ebenfalls drei unabhéngige kartesische Komponenten, mit

0
0z,

Bolp) =palp) = Path(@) = —ih - 0(@) (a=z,y,2) (325)

Der Erwartungswert des Impulsoperators ist (GL. (A.138))

o0 [ee]

(W] Pl = / & (|7 (F PlY) = —in / B (7) T(@) . (3.26)
Yo p(@) ~oo
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Die Kommutatoren der Orts- und Impulsoperatoren sind alle Null, bis auf
diejenigen zwischen Orts- und Impulsoperator zu jeweils derselben karte-
sischen Richtung;:

[Qa, ﬁa] = ihl, a=uz9,z. (3.27)

Anmerkung: Der Ubersichtlichkeit halber werden wir meist nur den Fall
von 1 Dimension schreiben, mit einer einzelnen Raumkoordinate ,x”

e}

und Impuls ,,p”, und dem Integral [ dz, so wie auch schon im Anhang.

—00

3.3.3 Schrodingergleichung im kontinuierlichen Ortsraum.

Die Schrodingergleichung 1i wird in der kontinuierlichen Ortsraum-
basis durch Multiplikation von links mit (Z| zu

m%(f\w(t» = (f]ih% () = (& H]P()) = /df’ (@ H|7) (&[0 (t)) -

Die linke Seite ist die Zeitableitung der Wellenfunktion. Wir erhalten eine
allgemeine Form der Schrédingergleichung im Ortsraum

[e.9]

d
ih = W(T,t) = / A7 H(Z, @) (1) (3.28)
mit H(ZZ) = (@ H|T) . (3.29)

Diese Gleichung ist analog zu (3.16).

Wir betrachten in der Regel ein Teilchen der Masse m, das sich in einem
Potential bewegen kann. Der Hamiltonoperator ist dann nach Gl. (3.10)

~
—

R P2 N
2m ~——

kin. Teip POt Tel

(plus dem Term — u§§, wenn das Teilchen einen Spin hat).
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3.3. Schrédingergleichung fiir den Zustand

Den Operator V(Q t) des Potentlals kann man mit Hilfe der Spektraldar-
stellung des Ortsoperators Q f dZ 7 |Z)(¥] und des Spektralsatzes

schreiben:

~

V@0 = [ar Ve Da - @@l = V. 6 -a).
(3.30)

Die Zeitentwicklung des Zustandes wird durch die zeitabhidngige Schro-
dingergleichung

1ﬁ—|¢( )) = Hil)

beschrieben. In der Ortsdarstellung wird aus P, die Ableitung —if % und
man erhilt die

ZEITABHANGIGE SCHRODINGERGLEICHUNG IM ORTSRAUM

m%@b( 1) = —h— — V(& 1) + V() B 1) (3.31)

mit v2 8:(:2 + 8y2 + 82

Der Erwartungswert der kinetischen Energie ist

:, 00

Bun = 00| 3 100 = [ @@ DS w63

und der Erwartungswert der potentiellen Energie

oo

By = (0(0) V(@.0) (1)) = /d?’l‘ V(@) [p(@ " . (3.33)

—00
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

3.4 Stationadrer Fall: Zeit-unabhingiger Hamilton-
Operator

Wir haben die Zeitentwicklung iiber den Operator H ausgedriickt. Wir be-
trachten nun den besonders haufigen Fall, dass der Hamiltonoperator sel-
ber nicht von der Zeit abhédngt. Die Spektraldarstellung lautet dann
H = ) E, |¢n) (¢n]. Dies bezeichnet man als den stationdiren Fall. Der
Zeitentwicklungsoperator vereinfacht sich dann zu

ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR FUR ZEITUNABHANGIGES H

Ut,ty) = e nt—oA (3.34)

= D eI o) (ol (3.35)

Die Eigenwertgleichungﬂ eines zeitunabhingigen Hamiltonop. A heisst

STATIONARE SCHRODINGERGLEICHUNG
(EIGENWERTGLEICHUNG VON H)

Hn) = Enlen) (3.36)

Die Gesamtheit der Eigenzustinde des hermiteschen Operators H bilden
eine Basis des Zustandsraums mit den vorgegebenen Randbedingungen
(s. Kap. [). Eine Losung [¢(t)) der Schrodingergleichung kann daher als
Linearkombination der Eigenzustdnde geschrieben werden:

ZERLEGUNG EINES ZUSTANDS IN EIGENZUSTANDE VON H

() = D enlt) len) - (3.37)

n

Im Ortsraum werden wir diese Gleichung in Kap. @behandeln.
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3.4. Stationarer Fall: Zeit-unabhangiger Hamilton-Operator

Wir behandeln zunéchst den Spezialfall, dass sich das System zur Zeit ¢, in
einem normierten Eigenzustand |y,,) befindet: [¢(t)) = |om)-

Mit dem Zeitentwicklungsoperator (3.34) erhalten wir die Zeitentwick-
lung

() = e T t))
= e rlt=to) En o) {@nl |om)
N——

n
(Snm

= e Rt B [y

ZEITENTWICKLUNG EINES EIGENZUSTANDS IM STATIONAREN FALL

(o)) = lom) = |p(t)) = e w0 Em | (3.38)

Ein Eigenzustand von H andert sich mit der Zeit somit nur um einen Pha-
senfaktor. In Erwartungswerten (¢(t)|O|¢(t)) hebt sich dieser Phasenfaktor
heraus. Deshalb sind alle Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeiten be-
ziiglich dieses Zustandes zeitlich konstant.

Linearkombination von Eigenzustinden:

Eine allgemeine Wellenfunktion ist eine Linearkombination (3.37) und man
erhilt die entsprechende Linearkombination von (3.38) fiir die Zeitent-
wicklung.

Eine Linearkombination von Eigenzustidnden eines Operators zu verschie-
denen Eigenwerten ist selber kein Eigenzustand !

Beispiel: Es sei H |1;) = E; |¢;) mit voneinander verschiedenen F;.

Die Linearkombination

[1(0)) = ciln) + caliba)

ist kein Eigenzustand von H, denn

H[¥(0)) = Erci|vn) + Eaxcalihn) # E[(0)).
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Die Zeitentwicklung dieses Zustandes lautet

(1) = e I [p(0)) = e B ey i) + e B ¢y [ihy)

_ iB <C1 ) + e i (Bm BVt () |¢2>> (3.39)

Sie enthilt einen globalen Phasenfaktor e~ "1, Ein solcher Faktor hat ge-
nerell keine physikalische Bedeutung, weil er sich in Erwartungswerten
(1h(t)|O)tp(t)) mit seinem komplex Konjugierten heraushebt. Dies ist die
sogenannte ,,globale U(1) Eichsymmetrie” der Quantenmechanik

Dagegen bewirkt die zeitabhiingige Phasendifferenz e~ #®1=72) in Gl. (3.39)
zeitliche Oszillationen in Erwartungswerten (siehe z.B. Kap. und .

Gesamtenergie: Im stationdren Fall ist der Erwartungswert des Hamilton-
operators (so wie in der klassischen Physik die Hamiltonfunktion) gleich
der Gesamtenergie des Systems im Zustand [¢/(?)).

GESAMTENERGIE: ERWARTUNGSWERT DES HAMILTONOPERATORS
IM STATIONAREN FALL

E = ()] H[v()) . (3.40)

Man beachte: jede Einzelmessung ergibt eine Eigenenergie (s. Kap. [2.3.1).
Der Erwartungswert ist aber in der Regel nicht gleich einer Eigenenergie.
Beispiel (wie oben): [1p) = ¢y [1)+c2 [the) = E = (Y|H|Y) = |e1]PE1+|co|* Es.

Die Gesamtenergie ist zeitlich konstant, weil der Hamiltonoperator im sta-
tiondren Fall mit dem Zeitentwicklungsoperator (3.34) kommutiert:

W) HY(@) = W(to)|UN(t,to) HU(t, o) [1b(t0)) = (b(to)|H[¥(to)) (3.41)

Die zeitliche Konstanz gilt auch, wenn H zeitabhéngig ist, aber alle H (t)
mineinander kommutieren, wie in (3.9).

SMit der Kopplung (3.11) an das elektromagnetische Feld ist die Quantenmechanik
auch unter den ,lokalen Eichtransformationen” A, — A,, + %8,@(3:, t) der Elektrodyna-
mik invariant.
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3.5. Zeitabhangigkeit von Erwartungswerten

3.5 Zeitabhingigkeit von Erwartungswerten

Wir berechnen nun die Zeitabhingigkeit der Erwartungswerte eines Ope-
rators. Der Hamiltonoperator darf wieder zeitabhdngig sein.

3.5.1 Kommutierende Hamiltonoperatoren

Die Hamiltonoperatoren sollen zu allen betrachteten Zeiten kommutieren,
[H ty H t’] - O

1) Wir betrachten zunéchst einen Operator A, der nicht explizit zeitabhan-
gig ist und mit allen H; vertauscht:

(A, H]=0.
Dann bleibt der Erwartungswert von A zeitlich konstant:
W Alp(t) = (o)™ ho B0 Aemhdo B l(tg)) = ((to)| Al (1)) -

In Kurzform:

Nicht explizit zeitabhéngige Observable, die mit [ vertauschen,
sind , Erhaltungsgrofien”: ihr Erwartungswert ist zeitlich konstant.

Beispiele sind etwa der Impuls in einem translationsinvarianten System,
der Drehimpuls in einem rotationsinvarianten Fall, oder die Gesamtener-
gie bei einem nicht explizit zeitabhdngigen Hamiltonoperator.

2) Wir erlauben nun auch eine Zeitabhingigkeit der Observablen A,. Alle
Operatoren A, und alle H, sollen kommutieren. Dann gibt es eine gemein-
same Basis von Eigenvektoren fiir alle Ay und H,. Wir fiihren zur Zeit ¢, eine
Messung mit dem Operator A;, durch. Danach ist das System in einem
Eigenzustand |a) von A, d.h. A;|a) = a(t)|a). Dieser Zustand ist in der
gemeinsamen Basis auch Eigenzustand von H;, d.h. H, |a) = E,(t) |a). Die
Zeitentwicklung nach der Messung lautet daher

(1)) = e Ju Bl gy
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Das System bleibt somit, wenn es nicht mehr gestort wird, bei kommutieren-
den Operatoren nach der Messung fiir alle Zeiten im Zustand |a) und erhalt
nur einen zeitabhdngigen Phasenfaktor.

3.5.2 Allgemeiner Fall

Wir berechnen nun allgemein die Zeitentwicklung der Erwartungswerte
eines Operators A;, der auch eine explizite Zeitabhdngigkeit haben darf
(unterer Index).

d . d i
- (A)) = E<¢<t)!z4tlw(t>>
d

= (o) adey + @Ol (Feo)) + ol G

Wir setzen die Schrodingergleichung

. d 2
ih—[v(t) = Hil (1))

und die dazu adjungierte Gleichung (unter Benutzung von [, = H,)

d

—ih 2 (0] = (W (1) H,

0 = wol(FA o + 1 (wolmAl©) - Wolidue) )

[ J/
-~

(W (O)|[He,Ad|9(1)

= WOl A ) ) - Ol Al

oder anders geschrieben

ZEITABHANGIGKEIT VON ERWARTUNGSWERTEN

—(Ay) = %([ﬁft,fitn + ((—At)) : (3.42)
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3.5. Zeitabhangigkeit von Erwartungswerten

3.5.3 Beispiel: Spin-Prizession

Wir untersuchen die Zeitabhédngigkeit des Spin-Erwartungswertes fiir ein
Teilchen mit Spin 1 in einem zeitunabhéngigen dufleren Magnetfeld. Das
Feld soll in z-Richtung zeigen.

H = —u-g-g = —u(BxijLBySy—i—BZSZ)
B = B-e, = ]:I:—,uBgz

Die Starke B des Magnetfeldes ist hier ein Parameter und kein Operator.
(In der Quantenelektrodynamik wird spéter auch das elektromagnetische
Feld tiiber Operatoren beschrieben.) Wir untersuchen, wie sich der Erwar-

~

tungswert (S,) zeitlich verdndert, mit « = 1,2,3 oder z,y, z. Gemafd Gl.

gilt, da %ga =0

(Sa) = —+{[%, H])

Q.l&

t

[S., H] enthélt den Kommutator von zwei Spin-Operatoren, den wir aus

GL. (2.34) kennen:

A

[Sa, H] = —p-B [Sa, 5. = —p-Bili eq.5 Sg (Summationskonvention !)

Einsetzen ergibt

d -
(%) = —uBeass (Sp) (3.43)
Bei a = z verschwindet der e-Tensor. Daher ist %(5’2) =0.

Eine erneute Zeitableitung liefert fiir o # =

a? - d - . N
W<S‘*> = —pBea.p E(S@ = _<NB)25azB 5726<Sv> = _<NB)2<Sa>
— 6;7

—pBepzy (Sy)
= <Aa> = C,cos(uBt) + D, sin(uBt)
d%(o) = —C,uBsin(uBt) + DouB cos(uBt)
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Zum Zeitpunkt t=0 folgt £ (S,)(0) = D,uB.
Andererseits gilt nach Gl. 1i %(SO)(O) = —uB 4.5 (S5)(0).
Daraus folgt D, = —¢ca.5 (S3)(0).

Die allgemeine Losung lautet somit (Summationskonvention)
(Sa)(t) = (Sa)(0) cos(uBt) + eap: (S5)(0) sin(uBt),
bzw. fiir die einzelnen kartesischen Komponenten

(So)(t) = (8:)(0) cos(uBt) + £45:(S)(0) sin(uBt)
%’_/
(5,)(0)
= (5:)(0) cos(uBt) + (5,)(0) sin(uB)

>

<‘§y><t) = (5,)(0) cos(uBt) + 5yArZ<‘§m>(O> sin(pBt)
—(5,)(0) cos(Bt) — (3,)(0) sin(uB)

>

(St = (5:)(0)

(Sa) (1) cos(uBt) sin(uBt) 0 (52)(0)
<51y> (t) = —sin(uBt) cos(pBt) 0 <5jy> (0) |(3.44)
(52)(1) 0 0 1 (52)(0)

A~

und man erkennt eine Prédzession: Der Vektor der Erwartungswerte (S) ro-
tiert mit einer Winkelgeschwindigkeit der Grofle ©B (Larmorfrequenz)
um die Richtung des Magnetfeldes ! Man beachte aber, dass jede Einzel-
messung einer Komponente des Spins immer nur einen der beiden Wer-
te /2 oder —h/2 liefern wird. Um GI. experimentell zu iiberprii-
fen, muss man daher sehr viele Einzelmessungen durchfiihren, mit immer
gleicher Praparation zur Zeit ¢ = 0, und fiir mehrere Zeitabstande ¢ je-
weils Mittelwerte vieler Messungen berechnen. Auf diese Weise konnte
GL tatsdchlich experimentell bestitigt werden.
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3.6. Schrédinger-Bild und Heisenberg-Bild

3.6 Schrodinger-Bild und Heisenberg-Bild

Bisher haben wir die Zeitabhédngigkeit des Systems durch Verdanderung
des Zustandsvektors beschrieben.

W) — ) = Ulp)

Die Operatoren bleiben dabei unverdndert. Dieser Zugang zur Quanten-
mechanik wird Schrodinger-Bild genannt.

Dieses Vorgehen ist allerdings nicht die einzige Moglichkeit. Man erkennt
das, wenn man untersucht, wie sich physikalisch beobachtbare Grofien,
nimlich Matrixelemente von Operatoren O, unter einer unitiren Transfor-
mation verhalten:

(Wil O o) — (W1|UTOU,)

Denselben Wert des Matrixelements erhalten wir, wenn wir alternativ die
Zustande festhalten und stattdessen die Operatoren transformieren.

O - O=Utou . (3.45)

Diesen Zugang nennt man Heisenberg-Bild.

Fiir die allgemeine Beschreibung lassen wir auch Operatoren O zu, die
schon im Schrodinger-Bild eine explizite, von auffen vorgegebene Zeitab-
hiangigkeit haben (z.B. eine Rotation des Messapparates), was durch den
unteren Index ¢ gekennzeichnet wird. In den meisten Fallen gibt es keine
solche Zeitabhingigkeit; dann ist O, = O zeitunabhingig.

In der allgemeinen Definition geht man zu einem Zeitpunkt ¢, von dem
einen zum anderen Bild iiber. Bei ¢, sollen beide Bilder gleich sein.

SCHRODINGER- UND HEISENBERGBILD

Schrodingerbild: [1(t)) = U(t, to) [b(te)); OF = OF(ty)

Heisenbergbild: [¢) = [¢(ty)); OX(t) = Ut(t, to) OF(ty) U(t,to)
(3.46)
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Den Schrodinger-Operator OF schreibt man in der Regel kiirzer als O,, mit
weggelassenem Index S. Er hangt nur tiber den unteren Index von der Zeit
ab. Der Heisenberg-Operator OF (t) héangt sowohl explizit tiber den unte-
ren Index als auch zusitzlich tiber den Zeitentwicklungsoperator des Sy-
stems von der Zeit ab. Sowohl beim Schrédinger-Operator als auch beim
Heisenberg-Operator schreibt man allerdings oft den unteren Index ¢ nicht
mit.

Wegen
AR BHCH | = UTASU U'BSU UICSU ... = UTASBSCS ..U,

oder allgemeiner

(Afyn (Bym (CHY . = Ut (A%(BS™ (C%) ..U
gilt fiir beliebige in Potenzreihen entwickelbare Funktionen:

fAR BE CH ) = U (A5, B5,C5,..) U . (3.47)
Insbesondere gilt fiir Kommutatoren

[AH BH] = UT[AS B9 U. (3.48)

Der Kommutator zwischen Orts- und Impulsoperator ist deswegen im
Schrodingerbild und im Heisenbergbild gleich:

QI P = UM QS PS1U = ihdus 1. (3.49)

Wir leiten nun die Bewegungsgleichung fiir die Heisenberg-Operatoren
her.

d [ - NN
G0t = 400w 07 o)

Mit LU (L, ty) = -1 H,U und 0% (t,t,) = +1UTH, (wegen Hf = H,) ergibt
zum Beispiel der erste Summand (durch Einfiigen von UUT = 1)

i

St

CHEOSU = S UTHLOUT O T
it on
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3.6. Schrédinger-Bild und Heisenberg-Bild

Der zweite Summand ist analog. Es folgt die Schrodingergleichung im
Heisenbergbild:

BEWEGUNGSGLEICHUNG FUR OPERATOREN IM HEISENBERGBILD

GO0 = LY@, 00 @] + Ut (507 )0t @50

N 1 A A d - N
= U'(t,t) (}—i[HtS,OS] + %Of) Ult,t)) . (3.51)

Die meisten Operatoren, mit denen man es in der Quantenmechanik zu
tun hat, sind nicht explizit zeitabhdngig. Dann fillt der zweite Summand
weg. Der Hamiltonoperator selber ist meist entweder nicht explizit zeit-
abhingig oder die explizite Zeitabhingigkeit ist so, dass [Hy, Hy] = 0. In
diesem Fall gilt mit GL.

. t A . ~
+ [HEdr s —+ [HEdr R

HIE({t) = ¢ HS ¢ "o = H’.
N——— N——
Ut U
[HS, H3) =0 = HI't) = H? (3.52)

Man beachte, dass diese Beziehung nur fiir H, als Ganzes gilt, aber nicht
einzeln fiir Summanden wie P?/2m oder V(Q).
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3.6.1 Ehrenfest-Theorem: Teilchen im zeitunabhidngigen Po-
tential V' (7)

Wir behandeln die Bewegung eines Teilchens in einem Potential V' (Z),
im Heisenbergbild. Den Index S fiir das Schrodingerbild lassen wir jetzt
meist weg. Ab sofort werden wir den Ortsoperator auch mit den Symbo-
len XY, Z bzw. X1, X, X5 schreiben. Der Hamiltonoperator lautet damit

R 152 - ]32 ]32 ]32 o
S = — 4 V(X) = i+ + V(X1 Xy, X3)

2m 2m

Die Ortsoperatoren und die Impulsoperatoren und damit auch A selbst
hangen nicht explizit von der Zeit ab. Daher gilt mit (3.52) und (3.47) auch

R R TP j?:;Hz 2
HS = H? = UTH°U = (P7) + V(XH).

2m

Wir benutzen nun die Beziehungen (A.152) und (A.153) aus dem Anhang;:

R 0 =
[[(Q,P), P] = iﬁaA Q. r),
N = 0 =
[Qaa g(Q,P)] = h ap g(Q,P) )

«

—
A~ A~

jetzt mit g(é , P) = H". Gleichung[3.50 ergibt dann

d - P oHH pH
— X2 = - |H. XH| = —— = o 3.53
g - g anxr] - S - B (3:53)

Alternativ kann man mit GI. (3.51) rechnen, mit demselben Ergebnis.
Genauso erhalten wir

—

TH p } oHY oV (QM)

Die Gleichungen (3.53) und (3.54) zusammen zeigen:
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3.6. Schrédinger-Bild und Heisenberg-Bild

Fiir ein Teilchen in einem zeitunabhéngigen Potential V' (%) erfiillen die
Heisenberg-Operatoren die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
(¢ Korrespondenzprinzip).

Durch Einsetzen der beiden Gleichungen ineinander folgt auch die

NEWTONSCHE BEWEGUNGSGLEICHUNG FUR DEN ORTSOPERATOR

—
=

m@f(ﬂ = Ve V(XH) (3.55)

Die gerade hergeleiteten Gleichungen gelten fiir Operatoren. Messbar sind
aber nur Eigenwerte (Einzelmessung), und daraus erhaltene Mittelwerte, die dann
zu den Erwartungswerten konvergieren. Wir erhalten aus GL. eine Glei-
chung fiir physikalisch zugédngliche Grofien, indem wir auf beiden Seiten
den Erwartungswert mit dem Heisenberg-Zustand |¢)) = [¢(t)) bilden.
Weil dieser Zustand zeitunabhdngig ist, konnen wir die Zeitableitung vor
den Erwartungswert ziehen und erhalten:

EHRENFESTSCHES THEOREM

m—— (Xa) = (——= V(X)) (3.56)

Dies ist ein Theorem zu Erwartungswerten und daher unabhéngig da-
von, ob Rechnungen im Schrodinger- oder im Heisenbergbild durchge-
fiihrt werden. GL sieht fast aus wie die klassische Bewegungsglei-
chung. Man beachte aber, dass links ein Erwartungswert abgeleitet wird,
wihrend rechts die Ableitung innerhalb des Erwartungswertes steht.
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Beispiel: Kriftefreier Fall

Im kréftefreien Fall ist das Potential V' (z) raumlich konstant. Dann ergibt
Gl. (3.54) (mit der Wahl ¢, = 0)

d - . . .
SEF=0 = Plu = EF) = ES
d PH (1) P
o g =0 o
dt B53 m m
Durch Integration erhalten wir
N N N
XHt) = X34+ PS—. (3.57)
m

Diese Gleichung sieht aus wie die erwartete lineare Bewegung in der klas-
sischen Physik, gilt aber wieder nur fiir Operatoren. Physikalisch beobacht-
bar sind Erwartungswerte:

(X)) = (@O)XTO)(0)
= OISO + GOIEWO) - (3.58)

die nun ebenfalls die erwartete lineare Beziehung zeigen. Aus Gl. (3.57)
leitet sich allerdings eine interessante, klassisch nicht zu verstehende Fi-
genschaft her:

’

t

R R R ~ t R R
XHE), Xt = [(Xo+ Po—), (X5 + Ps—
[Xo (1), X5 ()] [(Xa + m)(ﬁ+ /am)]
A t oo s t . s tt . -
= [X,, X5l + —[P,, X5] + —[X., Ps| + —[P,, P
[ d+m[ d+m[ M+W[ s
' —t o a t—t .
= X., Psl = ihd, 1.
— 5] ih 0ap —

Die Ortsoperatoren zu verschiedenen Zeiten vertauschen daher nicht mehr
miteinander ! Daraus folgt mit Gl. (A.160)

h
AQu(t) AQu(0) = 5t . (3.59)

Das bedeutet, dass zwar der Erwartungswert des Ortes der klassischen Be-
wegung folgt, aber seine Unschirfe AQ,(t), d.h. die Streuung der Einzel-
messwerte, mit der Zeit immer weiter anwéchst. Das klassische Konzept
der Trajektorie existiert somit in der Quantenmechanik nicht mehr, selbst
bei einem freien Teilchen ! Wir konnen den Ort des Teilchens nicht mehr
zu allen Zeiten beliebig scharf angeben.
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Quadratischer Fall

Die Situation vereinfacht sich gegeniiber einem beliebigen Potential, wenn
V (X) héchstens quadratisch ist. Wir betrachten der Einfachheit halber den
harmonischen Oszillator in 1 Dimension mit dem klassischen Potential
V(z) = Vo + %2?, entsprechend quantenmechanisch

k

V(X) =TV, + 5)22 .

Aus dem Ehrenfestschen Theorem wird hier

. 0 . . o .
m—s(X) = <_af( V(X)) = —k(X) = _MV«X))' (3.60)

Die erste Beziehung ist das Ehrenfest-Theorem, die zweite folgt durch Ein-
setzen des quadratischen Potentials, und die letzte Beziehung folgt, weil

hier auch %ﬁg” = k (X) gilt. Fiir ein beliebiges hochstens quadratisches

Potential erhélt man analog
. 0

M (Xa) = A V(X))

—
~

Im hochstens quadratischen Fall gilt somit fiir den Erwartungswert (X)
die klassische Bewegungsgleichung !

Dagegen erfiillen die Einzelmesswerte keine solche Beziehung.

Man beachte, dass die klassische Bewegungsgleichung nicht mehr zutrifft,
wenn das Potential hohere Potenzen von z enthilt, weil im Allgemeinen
(X™) # (X)". Zum Beispiel ist bei V = X

vy = 300 #3002 = L vy,

‘i d(X)
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Wir werden nun die Schrodingergleichung in der Ortsdarstellung fiir eini-
ge einfache Potentialprobleme 16sen. Wir betrachten ein spinloses Teilchen
der Masse m, das sich in einem Potential bewegen kann. Das Potential sei
zeitunabhiingig (Stationdrer Fall). Der Hamiltonoperator ist dann nach GI.
(3.10)

R P2 NS
H=—+V(Q)
Die Schrodingergleichung
d 3
ih [9(t)) = H[y(t)

lautet dann im Ortsraum (d.h. fiir die Wellenfunktion) (3.31)

'ha 7t) = h2v2 Tt V() (2t

Wir behandeln die Schrédingergleichung, indem wir zunédchst die Eigen-
wertgleichung von H (stationire Schrodingergleichung 3.36)

]:f|77/)n> = Enwjn>

16sen. Die stationdre Schrodingergleichung im Ortsraum erhalten wir, in-
dem wir in obiger zeitabhédngiger Schrodingergleichung v (%, t) durch ¢, ()
ersetzen und ih% durch E,,.
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STATIONARE SCHRODINGERGLEICHUNG IM ORTSRAUM

(—5—2 V2 o+ V(:E)) Un(T) = En a() (4.1)

2m

(Man beachte, dass E,, der Eigenwert des Hamilton-Operators zum Ei-
genzustand |¢,,), nicht vom Ort abhdngen kann.) Diese Gleichung werden
wir im Folgenden in einigen einfachen eindimensionalen Fillen 16sen.

Wie wir in Kap. 3.4] gesehen haben, besitzen die Eigenzusténde die einfa-
che Zeitabhingigkeit |1, (t)) = e~ 7t |1),(0)), d.h. im Ortsraum

Un(Z,t) = e By (Z,0) . (4.2)

Die allgemeine Losung der Schrodingergleichung ist eine Linearkombi-
nation der Eigenfunktionen, im Allgemeinen mit unterschiedlichen Ener-
gien und somit unterschiedlichen Zeitentwicklungen (s.S. [68). Diese Li-
nearkombination ist so zu wahlen, dass die jeweiligen Anfangsbedingun-
gen erfiillt sind. Die Gesamtenergie E des Zustands erhélt man als Erwar-
tungswert des Hamiltonoperators.

4.1 Randbedingungen fiir die Wellenfunktion

Zuerst leiten wir Randbedingungen der Ortsraum-Wellenfunktion fiir die
Eigenzustiinde von H her.

4.1.1 Normierbarkeit, Spektrum

In der klassischen Mechanik ist ein Teilchen gebunden, wenn seine Energie
kleiner ist als der Wert V(xz — oo) des Potentials im Unendlichen (wenn
dieser Grenzwert existiert). Seine Bewegung ist dann auf einen endlichen
raumlichen Bereich beschrankt. Wenn die Energie grofser ist, kann das Teil-
chen ins Unendliche entkommen.
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In der Quantenmechanik ist die Situation im Wesentlichen dieselbe, man
muss sie aber etwas anders formulieren.

Gebundene Zustande

Bei gebundenen Zustdnden ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen ,im
Unendlichen” anzutreffen Null. Genauer:

Gebundene Zustinde sind normierbare Eigenzustinde von H.

Wegen der unitidren Zeitentwicklung (%, t) = e nht (7, 0) bleibt die Nor-
mierung fiir alle Zeiten erhalten. Aus der Normierbarkeit folgt

o0 oo

1= (ly) = /dD:c {Ylz) (z]) =7 [W(D)* dPx :/dQ/dr(W(f)FrDl

wobei D fiir die Dimension des jeweiligen Problems steht (D=1,2,3). Weil
das Integral {iber den Radialanteil konvergiert, gilt:

Die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢(Z)|?, ein Teilchen in einem ,gebundenen
Zustand” anzutreffen, fillt bei groen r schneller als r— ab.

Man kann zeigen:

Das Energiespektrum von gebundenen Zustanden ist diskret.

Beispiel: Die gebundenen Zustdnde von Elektronen in einem Atom.

Spezialfall: Ein Eigenzustand, dessen Wellenfunktion auf ein endliches Vo-
lumen beschrinkt ist. In einem endlichen Volumen ist der Hilbertraum
abzédhlbar (diskrete Wellenzahlen). Deswegen folgt dann sofort, dass das
Energiespektrum diskret sein muss.

Man kann auch zeigen, dass der Erwartungswert des Impulsoperators in ei-
nem gebundenen (Eigen-)Zustand Null ist. Dies ist plausibel, weil gebundene
Zustdnde im Wesentlichen in einem endlichen Volumen lokalisiert sind.
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Ungebundene Zustinde (Streuzustinde)

Ungebundene Zustinde sind nicht normierbare Eigenzustande von H

Sie beschreiben Teilchen, die sich ausbreiten, zum Beispiel in der Art einer
(nicht normierbaren) ebenen Welle. Diese Streuzustdande selber sind nicht
physikalisch realisierbar. Durch Linearkombination von ebenen Wellen
kann man normierbare Wellenpakete konstruieren, die physikalisch reali-
sierbar sind. Diese Linearkombinantionen sind aber keine Eigenzustande
von H. Rechnungen kann man oft leichter mit ebenen Wellen durchfiihren
als mit Wellenpaketen. Es gilt:

Das Energiespektrum von ungebundenen Zustdnden ist kontinuierlich.

Beispiel: die Ionisationszustdnde eines Atoms. Wir werden ungebundene
Zustdnde spéter ndher besprechen.

4.1.2 Stetigkeit

Wir behandeln zundchst den eindimensionalen Fall. Die Aussagen gelten
entsprechend auch in drei Dimensionen (s.u.).

1) Die Wellenfunktion (z) istimmer stetig.

Beweis per Widerspruch: Wir betrachten

xza(%w(ﬂf)) dz = Y(zo+¢e) — ¥(wg—¢).

Wir lassen zundchst auch unstetige Wellenfunktionen wie z.B. ¢(z) =
O©(x) mit der Ableitung ¢'(x) = §(x) zu. Die Verwendung der Ableitung in
der Gleichung impliziert selber daher noch nicht die Stetigkeit von 1 (x).
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Wire ¢ unstetig bei 2, so wiirde die rechte Seite fiir ¢ — 0 nicht ver-
schwinden. Dann miisste in der Tat Lt(z) o« §(z — z0) gelten, wodurch
aber die kinetische Energie divergieren wiirde:

P2

oo

- = ;_:j <%¢*(:¢)).(%w(w)> da :%_7%%@2@:

— 00

oo

x /5(m—x0)-5(m—x0)da€ = 6(0) = o

Einen Zustand mit unendlicher kinetischer Energie kann man nicht erzeu-
gen, daher muss fiir alle physikalisch realisierbaren Zustdnde die Wellen-
funtion v (x) tiberall stetig sein.

2) Die Ableitung % ist bei endlichen Potentialen stetig.

Wir integrieren die Schrodingergleichung von xy — € bis zp + ¢

xro+e xo+e xro+e
h? d?

om @1%(96) dx + / V(z),(z)dx = E, / U (2) da .

To—¢€ xro—€ ro—€

Die rechte Seite ist von der Ordnung O(¢), da ¢(z) keine J-Beitrage besitzt,
denn sonst wiirde die kinetische Energie erst recht divergieren. Somit gilt

ro+e
lii% (¢n (204 €) — by (2o — z—:)) = -I—Q}_L—ZL llg(l) / V(z)n(z) de .

Wenn V' (x) tiberall endlich ist, verschwindet hier die rechte Seite. Daher
ist 24, (z) stetig.

Ein unendlich grofies Potential ist physikalisch eigentlich nicht realisier-
bar. Um Rechnungen wesentlich zu vereinfachen, betrachtet man aber oft
statt eines realisierbaren sehr grofien Potentials in der Rechnung einen un-
endlich groen Wert (Beispiel in Kapitel [4.3.1).
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3) Sprung der Ableitung von ¢ bei Potentialen mit /-Anteil

Wenn V (z) einen §-Funktionsbeitrag V' (z) = C - §(x — z¢) + (endliche An-
teile) enthalt, dann gilt

xro+e xo+e€
/ V(z)y(z)dr — / C-0(x—xo)Y(r)de = Ci(xg)
Ein solches Potential wird z.B. verwendet, um Potentialbarrieren auf rech-

nerisch einfach Art zu beschreiben. Damit erhalten wir einen Sprung in der
Ableitung von ¢ (z):

lny (¢'<xo+e> _ w'«co—a)) = 2% 0 h(a) (43)

4) Die Wellenfunktion verschwindet bei unendlichem Potential

Wenn V(z) = oo in einem Intervall z € (z,,z;), dann verschwindet die
Wellenfunktion in diesem Intervall, da sonst die potentielle Energie des
Teilchens unendlich wire.

5) Unstetigkeit von ‘;—i am Rand eines unendlichen Potentials

Wenn V (z) = oo in einem Intervall = € (z,,x;), dann ist zwar die Wellen-
funktion Null im Intervall, und tiberall stetig, aber die Ableitung wird in
der Regel an den Grenzen des Intervalls unstetig sein.

Randbedingungen dreidimensionaler Probleme

Aus dhnlichen Uberlegungen folgt ebenso in drei Dimensionen, dass die
Wellenfunktion und deren partielle Ableitungen tiberall stetig sein mdis-
sen, wenn das Potential iiberall endlich ist. Weitere allgemeine Eigenschaf-
ten der Wellenfunktion werden wir spdter besprechen.
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4.2 Konstantes Potential

Besonders wichtig bei Potentialproblemen ist der Fall, dass das Potential
in einem Intervall konstant ist. Wir behandeln das eindimensionale Pro-
blem. Es sei also

V(z) =Vo=konst. fir a <z <b.

In diesem Intervall wird dann die Schrodingergleichung Gl. zZu

I ) = (B W) o) (4.4)

2m

(Schwingungsgleichung), mit der allgemeinen Losung

LOSUNG DER SCHRODINGERGLEICHUNG FUR KONSTANTES
POTENTIAL
(x) = ay " + be """ (4.5a)
= ayelf® + bye it (4.5b)
= a3 cos(kx) + b3 sin(kz), (4.5¢)
. h%K? 9 9 2m
mit T =E—V, dh K=-x = T2 (E-V)  (45d)

Diese drei Losungen sind dquivalent !

Wenn E < V;, dann ist « reell, und die Formulierung der ersten Zeile ist
bequem. Die Wellenfunktion ¢(z) hat dann im Intervall [a, b] i.a. exponen-
tiell ansteigende und abfallende Anteile !

Wenn E > V;, dann ist & reell, und die zweite oder dritte Zeile sind, je nach
Randbedingugen, bequeme Formulierungen. Die Wellenfunktion zeigt dann
im Intervall [a, b] oszillierendes Verhalten.
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4.3 Gebundene Zustinde im Potentialtopf

Ein Potentialtopf beschreibt in idealisierter Form eine Region, in der ein
Teilchen gefangen ist, z.B. einen dotierten Bereich in einem Halbleiter.

4.3.1 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden

Wir behandeln zunéchst einen Potentialtopf mit unendlich hohen Wén-
den:

V(x)

Abbildung 4.1: Potentialtopf mit unendlich hohen Wiinden

Vo fir0<ax< L
Vi(z) =
oo sonst

Es gibt hier die drei skizzierten, qualitativ verschiedenen Teilgebiete. Eine
oft sinnvolle Strategie bei solchen Potentialproblemen ist, zuerst allgemei-
ne Losungen fiir die Wellenfunktion in den Teilgebieten zu finden, und
diese dann mit den Randbedingungen geeignet zusammenzusetzen.

Die Energie F, d.h. der Eigenwert von H, ist nicht ortsabhingig !
Fiir den unendlich hohen Potentialtopf finden wir:

Gebiete I & III: Hier ist V(x) = co und daher ¢(z) = 0, da sonst

By = / V() () dr = oo

Gebiet II: Hier ist das Potential konstant.
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1. Versuch: Wir setzen £ < V; = 0 an und verwenden Gl. (4.5a)):

Y(r)=ae™ + be ™

mit reellem x = /2% (V, — E).

Die Stetigkeit der Wellenfunktion bei = 0 verlangt ¢/(0) = 0, also a = —b.
Die Stetigkeit bei # = L verlangt ¢(L) = 0, somit e*> — e™** = (. Daraus
folgt k = 0 und damit ¢)(z) = a(e” — €°) = 0. Wir finden also keine Lsung
mit £ < Vj ! Spater werden wir allgemein sehen, dass bei gebundenen
Zustanden die Energie E' immer grofler als das Minimum des Potentials
sein muss.

2. Versuch: Wir setzen £/ > 1}, an und verwenden (wegen der Randbedin-

gungen) Gl. (4.5¢):

Y(x) = asinkxr + bcoskx (4.6)
mit k = w, a,b € C

Die Wellenfunktion muss mehrere Bedingungen erfiillen:

1. Die Stetigkeit der Wellenfunktion ergibt hier die Randbedingungen
¥(0) = 0und (L) = 0, und daher

b =
asin(kL) =

Die zweite Bedingung zusammen mit der Normierung kann nur mit
sin(kL) = 0 erfiillt werden, da mit a = 0 die Wellenfunktion wieder
identisch verschwinden wiirde. Also muss k = “* mit einer ganz-
zahligen Quantenzahl n gelten, die den gebundenen Zustand charak-
terisiert. Der Wert n = 0 ist ausgeschlossen, da dann wieder ¢ = 0
ware. Wir konnen uns auf positive n beschrianken, denn negative n
ergeben mit sin(—nkxz) = —sin(nkz) bis auf die Phase (—1) dieselbe
Wellenfunktion.

2. Die Ableitung der Wellenfunktion darf bei = 0 und = = L beliebig
unstetig sein, da dort das Potential unendlich ist. Hieraus erhalten
wir im vorliegenden Fall keine weiteren Bedingungen an .
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3. Normierung der Wellenfunktion: Zum einen muss v (z) tiberhaupt
normierbar sein, was in dem endlichen Intervall [0, L] kein Problem
ist. Zum anderen konnen wir die Normierungskonstante a in Ab-
hiangigkeit von der Quantenzahl n berechnen:

o0

1= @y = / da [()P

—00

L
= la? [ dz sin2(ZZ
|al /0 x sin( 7 x)

L nm

= |a]* = / dy sin?y mit y = L
nmt Jo L
L L

= laP =5 = 3.
nmw 2 2

Also |a|> = 2, mit beliebiger Phase fiir a, welches wir reell wihlen.

Insgesamt erhalten wir die

LOSUNG FUR EIN TEILCHEN IM UNENDLICH HOHEN POTENTIALTOPF

2
() = \/; sin(k,z), 0 < z < L; (¢(x) =0 sonst) 4.7)
kn:% n=12,... (4.8)
R2k2 Rr
E, = o T Vo = 5z T Vo (4.9)

Es sind somit hier Energie und Wellenzahl quantisiert, mit nur diskreten
moglichen Werten, in Abhdngigkeit von der Quantenzahl n. Die Energie
nimmt hier mit n? zu und mit 1/L? ab.

Interessanterweise bewirkt die L-Abhédngigkeit der Energie eine nach au-
Ben gerichtete Kraft F = —2& auf die Wande.
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In Abbildung sind Wellenfunktionen zu den drei tiefsten Eigenwerten
dargestellt. Man erkennt, dass die Wellenfunktion des Grundzustands nur
am Rand Null wird. Bei jeder Anregung kommt ein weiterer Nulldurch-
gang (,, Knoten”, englisch ,node”) hinzu.

¥(x) = /5

x/L

Abbildung 4.2: Eigenfunktionen von H zu den drei niedrigsten Energie-
Eigenwerten. Dies ist eine kombinierte Darstellung. Es sind diinn die Eigenener-
gien gezeichnet (rechte Achse, Vy = 0), und auf Hohe der Eigenenergien jeweils
die Wellenfunktionen. Man beachte, dass fiir jede Eigenfunktion ein Phasenfaktor
(insbesondere das Vorzeichen) beliebig gewdihlt werden kann.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit [{(x, t)|? ist in jedem Eigenzustand wegen
der globalen Phase in

U, 1) = e 7y, (2)

zeitlich konstant. Bei einem allgemeinen Zustand ¢ (z,t) = > ¢, ¥, (z,t)
gibt es dagegen zeitliche Oszillationen in der Aufenthaltswahrscheinlich-
keit (und in anderen Observablen) wegen der auftretenden Phasendiffe-
renzen.
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4.3.2 Potentialtopf mit endlicher Tiefe

Wir betrachten nun einen Potentialtopf mit endlicher Tiefe

Vo <0 fii <L
Viz)=1 " i<y (4.10)
0 sonst

wie er in Abbildung (4.3) skizziert ist. Wir haben hier den Koordinatenur-

E ..

Yo

I | N |
-L/2 +L/2

Abbildung 4.3: Potentialtopf endlicher Tiefe.

sprung im Vergleich zum vorherigen Beispiel um —% verschoben. Da-
durch wird das Potential in  symmetrisch, V(z) = V(—z), und die Rech-
nungen vereinfachen sich. Wir behandeln in diesem Abschnitt gebunde-
ne Zustinde, das heifst im Fall des vorliegenden Potentials £ < 0. Der
andere Fall (E > 0) wird anschliefsend besprochen. Wir werden bald all-
gemein zeigen, dass die Energie eines gebundenen Zustands grofler als

das Potential-Minimum sein muss, insgesamt also hier V, < £ < 0.

Wir unterscheiden wieder die drei Bereiche konstanten Potentials, wie in
Abbildung (4.3) skizziert. Die Schrodingergleichung lautet bei konstantem

Potential 2
—5= Y'(x) = (BE-V)y(z),

2m
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wie in Abschnitt[4.2|besprochen.

In den Bereichen I und Il ist V' = 0. Im endlich tiefen Topf ist die Wellen-
funktion dort nicht Null ! Die allgemeine Losung hat jeweils die Form

Y(x) = Are ™™ + Age™

2m(—E) (4.11)

mit K= 2

und E < 0. Im Bereich I muss A/ = 0 sein, da die Wellenfunktion an-
sonsten fiir z — —oo exponentiell anwachsen wiirde und somit nicht nor-
mierbar wére. Im Bereich I1I ist analog A7 = 0.

Im Bereich II gilt V' =V < 0 und die allgemeine Losung lautet

Zb(l’) — Bleik:c + Bze—ikx

. 2m (4.12)
mit k= ﬁ \/ (E — %)
Die gesamte Wellenfunktion ist somit
Ag e < —é
P(@) =4 By e + Byehr L <gp <L (4.13)
Al e T > %

Den Grenzfall £ = 0 miissen wir vorab separat diskutieren. Hierbei ist
x = 0. Die Wellenfunktion ist dann in den dufieren Bereichen I und III
konstant. Die Konstante muss Null sein, da die Wellenfunktion sonst nicht
normierbar wire. Die Ableitung der Wellenfunktion ist dann in den Berei-
chen I und III ebenfalls Null. Bei # = +£ miissen beide stetig sein. Damit
ist das Problem im Bereich II so wie beim Potentialtopfproblem mit unend-
lich hohen Wéanden. Von den Losungen dieses Problems wissen wir be-
reits, dass nur die Wellenfunktionen an den Potentialwdnden verschwin-
den, nicht aber ihre Ableitungen. Wenn auch die Ableitung verschwindet,
ist die Wellenfunktion komplett Null. Dies ist aber keine physikalisch ak-
zeptable Losung. Daher gibt es keine Losung zu £ = 0. Wir haben deshalb
die Einschrankung 1, < £/ < 0.
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Wie wir bald zeigen werden, kann man bei einem symmetrischen Potenti-
al (V(z) = V(—x)) die Eigenfunktionen von H in symmetrische und anti-
symmetrische Funktionen trennen. Die Wellenfunktionen lauten dann

symmetrisch:
A et* o < —%
Ys(r) = Ps(—x) = { By cos(kz) ; —L <z <L (4.14a)
Ag e x>k
anti-symm.:
A, e < —%
a(r) = =the(—x) = { B, sin(kz) ; —L<z<i (4.14b)

IV ©
SISV

—A, e

Nun werten wir die Stetigkeitsbedingungen zur Bestimmung der Kon-
stanten aus

= tan(k—) = g
(L) —A erls) = —kp sin(kZ)
(4.15a)
Va(5): —A, e "3 = B, sin(k%)
= tan(k-) = ——
/ K
V(5 A, ez = kp cos(k%)
(4.15b)
(Bei = = —Z% ergeben sich keine neuen Beziehungen, weil die Symmetrie

der Wellenfunktion schon in den Ansétzen fiir ¢, und v, genutzt wurde.)
Diese beiden Gleichungen liefern die Quantisierungsbedingungen fiir die
erlaubten Energieeigenwerte. Es gibt allerdings keine direkte algebraische
Losung fiir die Eigenenergien. Man kann sie numerisch bestimmen. Sehr
viel mehr ersieht man aber aus einer graphischen Darstellung. Dazu ist es
sinnvoll, zu dimensionslosen Grifien iiberzugehen. Wir definieren n = k%
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und driicken die Energie E durch n aus, mittels Gl. 4.12) und £ — V[ =
Vol — [E]:

R NN
= Ay = %m(|vo|—|E|)
mL? |V,
R e
2h
—
=V
" m Y7
= 5 = L/EH= V-

Die GroRe Vj ist ebenfalls dimensionslos. Sie spezifiziert die Tiefe des Po-
tentials in , natiirlichen” Einheiten des Systems. Die zur Wellenzahl pro-
portionale Variable  parametrisiert die Losungen. Der Bereich der erlaub-

ten Energien, V, < E < 0, korrespondiert zum Wertebereich 0 < < \/Vj.
Bein = 1/ V, wird £ = 0.

Zusammen mit Gl. (4.11) wird aus den Bedingungsgleichungen (4.15a)
und

L \/ﬁ
symmetrisch: tan(n) = H—i _ Vo
. . ! kL n
anti-symmetrisch: tan(n) = 2= "T
k3 \/ Vo — 2

Die graphische Losung dieser Gleichungen erhilt man aus den Schnitt-
punkten der in Abbildung dargestellten Kurven £ bzw. —£ mit der

Kurve zu tan(n) im Bereich 0 < 5 < 1/ Vj.

Symmetrische Losungen: Wenn 7 von 0 bis 4/ V, variiert, nimmt 7 die Wer-

te oo bis Null an. Daher tritt unabhéngig von V; immer ein Schnittpunkt
mit tann auf. Es existiert somit immer mindestens ein symmetrischer,
gebundener Zustand !. Wir konnen leicht die Zahl der gebundenen Zu-
stinde bei gegebenem Potentialparameter V; bestimmen: Der Tangens hat
Nullstellen bei = n. Die Zahl der Schnittpunkte von % mit tan(n) nimmt

immer um Eins zu, wenn der Maximalwert von 7, also 1/ Vj, die Werte
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10

Abbildung 4.4: Graphische Bestimmung der Energie-Eigenwerte im Potential-

topf. Aufgetragen ist tan(n) iiber n € (0,1/ Vo) und auflerdem die Funktionen
—E ynd & Es wurde Vi, = 100 gewdhlt.

n7 liberschreitet. Die Zahl der symmetrischen Eigenwerte ist somit N, =

(M 4 1),

Antisymmetrische Losungen: Die Zahl der Schnittpunkte von —% mit tan(n)

wichst um Eins, wenn \/ V, die Werte nr + /2 tiberschreitet. Die Zahl der

anti-symmetrischen Eigenwerte ist demnach N_ = int(\/T‘Z +1/2).

Zur Festlegung der Wellenfunktion GI. (4.14) nutzen wir die Stetigkeitsbe-
dingungen Gl. (4.15a) und Gl. (4.15b))

L
A, = B, et COS(kE)
A, = —-B,¢€"
aus und erhalten daraus mit der dimensionslosen Linge £ = /(%) und
n= k;%:
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Y ()
— 0
 h—
\\/
_— 3
Y
_2 -1 0 1 2 0

Abbildung 4.5: Wellenfunktionen v,,(§) zu allen drei gebundenen Eigenzustin-
den des Potentialtopfes mit einer Potentialhohe V, = 13.

cos(n) exz(E+D , E<—1

¥s(§) = B cos(né) , —1 << +1 (4.16a)
cos(n) e=r3(E-1) , E>+1
— sin(n) exzEHD L E<—1

Ya(§) = Ba{  sin(né) , —1<e<+1 . (4.16b)
sin(n) e 2D L E>+1

Die Parameter B, , ergeben sich aus der Normierung. Ein Beispiel ist in
der Abbildung dargestellt. Die Wellenfunktion zur tiefsten Energie
ist symmetrisch. Sie hat keine Nullstelle. Die Zahl der Nullstellen ist n — 1,
wobei die Quantenzahl n = 1,2,3 ... die erlaubten Energien £, durchnu-
meriert. In Abbildung gibt die Null-Linie der Wellenfunktionen wie-
der gleichzeitig auf der rechten Achse die zugehorige Eigenenergie E,, an.
In den verwendeten Einheiten befinden sich die Potentialwande bei £1.
Im Gegensatz zur klassischen Mechanik ist die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit auSerhalb des Topfes nicht Null. Man erkennt, dass stattdessen
die Wellenfunktion mit steigender Quantenzahl n zunehmend aus dem
Potentialbereich hinausragt.
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4.4 Unabhiangige Freiheitsgrade: Produktansatz

Oft hat das betrachtete physikalische System voneinander unabhéangige
Freiheitsgrade, zum Beispiel bei raumlich getrennten Teilsystemen, oder
bei einem Potential der Form V(%) = Vi(z) + Va(y) + V3(2) (siehe unten).
Ob die Freiheitsgrade unabhéngig sind, hangt von den Wechselwirkungen
ab, d.h. vom jeweiligen Hamiltonoperator.

Wir betrachten zwei Freiheitsgrade A und B, mit zugehorigen Basisvekto-
ren {|¢)} und {|p®)} (Beispiel: {|z)} und {|y)}, die zueinander paarweise
orthonormal sein sollen. Der zugehorige Produktraum wird von den Ba-
sisvektoren |p?, pP) = |p?) ® |p?) aufgespannt. Die Freiheitsgrade A und
B sind unabhingig, wenn der Hamiltonoperator aus zwei Teilen H* und
HP besteht, die getrennt auf die Freiheitsgrade A bzw. B wirken:

A

H = H* + H?, mit (4.17)
et ef) = (') @ |¢®)  und (4.18)
AP 6% 6% = ") @ (H%16%) - (4.19)
Dann gilt auch
[HA HP] = 0 .

Die Losungen der Eigenwertgleichung fiir den Gesamt-Hamiltonoperator
Hl) = EW)
bekommt man nun durch den Produktansatz
[nm) = [¥2) @ W), (4.20)

wobei [¢71) und |2) jeweils Linearkombinationen von {|p*)} bzw. {|¢?)}
sind und Losungen der Eigenwertgleichungen zu H* bzw. H5:

H* [y = B i) (4.21)
aPly = EEwE). (4.22)
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Beweis:

Hlnn) = (8% + 8%) (I © 1)
= (Bn) @ ) + leh @ (B7 D)
= Ef Wn,m> + Efb W”’m>
= (E;? + Eﬁ) |%n,m)
= En,m |¢n,m>

Die Eigenenergie £, ,, ist somit die Summe der Einzelenergien, und man
schreibt sie am einfachsten mit einem doppelten Index.

Beispiel 1: Ein Teilchen in einem Potential V(%) = V; (z)+Va(y)+V3(z). Der
Ortsraum wird von den Basisvektoren |7) = |z) ® |y) ® |z) aufgespannt.
Der Hamiltonoperator ist

22 —
0= 5+ V(@ (4.23)
2m
B oo B o By e
=t Vl(sz T o VQ(QyZ T om T Vg(QZZ. (4.24)
Ae Hy it

H?* wirkt nur auf |z), etc. Die Eigenvektoren von H kann man dann als
Produkt

V) = [¢¥%) ® [¢*) ® |[¢7) (4.25)

schreiben, wobei
@) = [arwe)) =o) (4.26)
Eigenvektoren von H” sein miissen, d.h. zum Beispiel

HY [p¥) = EY[gY). (4.27)
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Beispiel 2: Ein Teilchen mit Spin %, das sich in einem raumlich konstan-
ten Magnetfeld B und einem ortsabhiingigen Potential V(i) bewegt. Das
Teilchen hat Ortsfreiheitsgrade mit Basisvektoren |Z), und einen Spinfrei-
heitsgrad mit Basisvektoren |o) = |+ z) und | — z). Der Produktraum wird
von den Basisvektoren |7, o) = |Z) ® |o) aufgespannt. Der Hamiltonopera-
tor ist, wie schon in Kap. [3.2erwéhnt,

a=2 +v@ - uBs. (4.28)
2m ——
=: H°

=: A%

H” wirkt nur auf |Z) und H” wirkt nur auf |¢). Die Eigenvektoren von H
kann man deshalb als Produkt

T) = %) ® [x) (4.29)

schreiben, wobei

W) = [Eu@m wnd )= Y a7 ) (4:30)

o=%z
Eigenvektoren von H Z bzw. H? sein miissen, d.h.

H7[Y%) = ET|Y") und H|x) = EX[|x) .
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4.5 Anwendungen: Quantentopf, Quantendraht,
Quantenpunkt

Quantentopf (Quantum well)

Ein Quantentopf ist eine Schichtstruktur, bei der in einer Richtung (,,z-
Richtung”) die Bewegung von Teilchen wie in einem Potentialtopf stark
eingeschrankt ist. Beispiel: Ein Halbleiter mit einer sehr diinnen Schicht,
die eine geringere Bandliicke hat als die dickeren Schichten oberhalb und
unterhalb. Wenn die Dicke der mittleren Schicht kleiner ist als etwa die
de-Broglie-Wellenldnge der Elektronen, dann wird die Quantisierung der
Energieniveaus in z-Richtung wichtig (in Halbleitern unterhalb von eini-
gen Dutzend Nanometern). In der x- und y-Richtung sind die Begrenzun-
gen der Schichten sehr viel weiter entfernt, so dass die Teilchen sich in
diesen Richtungen im wesentlichen frei verhalten (V, = V,, = 0 — ebene
Wellen |¢,,) und |¢,) mit kontinuierlichen Energiewerten). Bei Dotierung
entsteht ein sogenanntes zweidimensionales Elektrongas (2DEG). Einen
Quantentopf erhdlt man auch durch Aufbringen einer sehr diinnen Me-
tallschicht auf einen Isolator.

Die wichtigste Anwendung sind Laserdioden, bei denen inzwischen fiir
die aktive Schicht meist Quantentopfe verwendet werden. Durch die Be-
grenzung von Elektronen und Lochern auf den Quantentopf erhdlt man
eine hohere Rekombinationswahrscheinlichkeit und damit eine hohere Ef-
tizienz. Die Lichtemission findet meist in x-y-Richtung statt.

metal contact
//p-type (material A)

—quantum well (material B)

,,,,, \ n-type (material A)

-~ | n-substrate
(material A)

metal contact

Abbildung 4.6: Aufbau einer Laserdiode mit einem nahezu zweidimensionalen
Quﬂntentopfals aktivem Bereich- (http:/fen.wikipedia.org/wiki/Laser_diode, 3.5.2015.)
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4.5. Anwendungen: Quantentopf, Quantendraht, Quantenpunkt

Quantendraht (Quantum wire)

Dies ist eine Struktur, bei der die Bewegung in zwei Raumrichtungen auf
geniigend kleiner Skala eingeschrankt ist. Die Herstellung ist schwieriger
als bei Quantentdpfen. Man kann zum Beispiel Halbleiter verwenden, de-
ren Oberfldche nicht entlang einer Kristallebene verldauft und daher Stufen
aufweist. Das Aufbringen von diinnen Schichten fiihrt zu Quantendréahten
entlang der Stufen. Eine andere Moglichkeit ist das geeignete Aufbringen
von Metallatomen auf einer isolierenden Oberflache. Wie Quantendrédhte
verhalten sich auch Kohlenstoff-Nanorohrchen (Carbon nanotubes).

Wenn keine internen Storstellen auftreten, erfolgt der Transport von Teil-

chen im Quantendraht ,ballistisch” (wie eine ebene Welle). Man kann zei-

gen, dass dann der Leitwert (Conductance) G = % = % quantisiertist (!), in

ganzzahligen Vielfachen von 2%, wobei der Faktor 2 vom Spin kommt. Bei
einwandigen Kohlenstoffnanorshrchen betrdgt er (wegen zweier raumli-

cher Moden) ein Vielfaches von 4%.

Abblldung 47 KOhlenStOﬁnanordhrChen.(hftp://jnm.snmjournals,org/cantent/48/7/1039/F1.medium.giﬁ 3.5.2015)

Quantenpunkt (Quantum dot)

Sogenannte Quantenpunkte sind Strukturen von typischerweise einigen
tausend Atomen, in denen Elektronen in allen Raumrichtungen einge-
schrankt sind. Sie haben deswegen diskrete Energieniveaus, im Unter-
schied zu den sonst in Festkorpern auftretenden Bandern. Man spricht
von ,kiinstlichen Atomen”, die man im Prinzip auch wieder zu grofle-
ren Strukturen in der Art von ,Molekiilen” oder Drahten zusammenfiigen
kann.
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Die Herstellung kann auf unterschiedlichste Art erfolgen, etwa (i) durch
Abscheiden von Nanokristallen aus einer Losung (sogar im Bereich von
Kilogramm), (ii) lithographisch, (iii) durch Molekularstrahlepitaxie (MBE)
(selbstorganisiert, bei stark verschiedenen Gitterkonstanten von Substrat
und Quantenpunktmaterial), oder (iv) dynamisch durch elektrische Felder
in einem Quantentopf mit zusétzlich aufgebrachten Elektroden.

Die wichtigsten Anwendungen liegen im Bereich der Lichterzeugung, we-
gen der bei der Herstellung steuerbaren diskreten Energieniveaus, deren
Differenz wie bei Atomen die Frequenz des emittierten Lichts ergibt. Zu
den Anwendungen gehoren die Einzelphotonerzeugung (!) (mit mogli-
chen Anwendungen in der Quanteninformationsverarbeitung), Varianten
von Lasern und von einzelnen LEDs. Die technisch wichtigste Anwen-
dung ist derzeit (seit 2013) eine Hintergrundbeleuchtung mit verbesser-
tem Farbspektrum bei LCD-Fernsehern, bei denen blaue LEDs tiber Fluo-
reszenz blaue, griine, und rote Quantenpunkte mit genau definierten Wel-
lenldngen zum Leuchten bringen.

Abbildung 4.8: Links: Fluoreszierende kommerziell hergestellte ZnCdSeS
Quantenpunkte, ca. 10mg pro Flasche. Rechts: In Gruppen angeordnete
Indiumarsenid-Quantenpunkte auf einer Galliumarsenid-Oberfliche, IFW Dres-
den. Ch. Deneke, et al, Applied Physics Letters 89, 263110 (2006).

(http://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_dot (links), http://www.hzdr.de/db/Pic?pOid=37245 (rechts). 3.5.2015)
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4.6 FEigenschaften der Wellenfunktion

4.6.1 Untere Schranke fiir die Energien eines Potentialpro-
blems

Die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators lautet

(;i V) ) o) = B o)

Wir multiplizieren von links mit (5| und erhalten unter der Annahme,
dass die Eigenvektoren auf Eins normiert sind

B o= o (sl B2 ln) + (ol VIX) i)

Die Operatoren P, sind hermitesch und haben als solche reelle Eigenwer-

te. Demzufolge sind die Eigenwerte von p? grofier oder gleich Null. Das
liefert die Ungleichung

E > (el V(X)|e) = /wE (@) (@) d”
> Vi / 65(7) ¥r(@) P2 = Vi .

Hierbei ist V,,;, der Minimalwert des Potentials. Die Gleichheit kann nur
vorliegen, wenn (¢z| P, 2 |1bp) = 0 fiir a = 1,2,3, d.h. wenn die untere
Schranke aller drei Erwartungswerte angenommen wird. Das ist nur der
Fall, wenn |¢g) Eigenvektor aller P2 zum Eigenwert Null ist. Diese Eigen-
funktion hat die allgemeine Gestalt

YE=o( —ao+z baa + Y Capials

o#B
a,B=1

und ist nicht normierbar. Wir haben somit das Ergebnis

FUR DIE ENERGIE-EIGENWERTE NORMIERBARER ZUSTANDE GILT

E > min V(Z) . (4.31)
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4.6.2 Paritdatsoperator. Paritit der Wellenfunktionen bei
symmetrischen Potentialen

Wir wollen hier untersuchen, welche allgemeinen Eigenschaften man ab-
leiten kann, wenn das Potential symmetrisch ist, d.h. wenn V' (—z) = V (Z).

Wir betrachten zunédchst den Paritdts-Operator S (oft auch P genannt), der
im Argument einer Funktion eine Spiegelung am Koordinaten-Ursprung
bewirkt

SY(@) = (=) & (FSW)=(-zl) & (@FS=(-7 “32)

Aus (T|S]7) = (~7|7) = 8T +9) = (@] — 1) folgt, dass auch Slp) =1 -9
gilt. Aus einer analogen Rechnung folgt, dass & hermitesch ist.
Wenn das Potential symmetrisch ist, d.h. V(#) = V(—7), dann vertauscht

S mit dem Hamiltonoperator H (s. Ubungen). Daraus folgt, dass // und S
einen gemeinsamen, vollstdndigen Satz von Eigenvektoren besitzen.

Einige Eigenschaften der Eigenzustinde von S lassen sich leicht bestimmen.
Die Eigenwertgleichung lautet

Slpm) =mlm) . (4.33)

Aus 82 = 1 folgt m> = 1, d.h., die Eigenwerte des Paritits-Operators S
sind m = +£1. Das bedeutet mit

Um(—T) = (2| S|vs) = +0m(T) (4.34)

aber auch, dass die Eigenvektoren von S in der Ortsraumdarstellung sym-
metrische bzw. anti-symmetrische Funktionen sind. Man spricht von Wel-
lenfunktionen gerader bzw. ungerader Paritit. Da es ein gemeinsames Sy-
stem von Eigenvektoren von S und H gibt, gilt:

Bei einem symmetrischen Potential kann man die Eigenfunktionen von H so
wihlen, dass sie gerade bzw. ungerade Paritiit besitzen.

Wenn Eigenwerte von H entartet sind, konnen die Wellenfunktionen un-
terschiedlicher Paritidt gemischt werden. Bei nicht-entarteten Eigenwerten
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erhdlt man jedoch zwingend Eigenfunktionen fester Paritdt. Das gilt ins-
besondere fiir gebundene Zustdande in eindimensionalen Potentialproble-
men (s.u.).

4.6.3 Gebundene Zustinde in 1d sind nicht entartet

Wir zeigen, dass eindimensionale Potentialprobleme keine , entarteten"ge-
bundenen Eigenzustdnde besitzen, das sind mehrere linear unabhéngige
gebundene Zustdnde zur selben Energie. Dazu gehen wir vom Gegenteil
aus und nehmen an, es gidbe zwei entartete Eigenvektoren v, und 1), zum
selben Eigenwert E, d.h.

2
Y a) + V() (a) = B (a) (4.35)
() + V(ale) = Biale) (435b)

Multiplizieren wir Gleichung (4.35a) von links mit 1), und Gleichung (4.35b)

mit ¢, und subtrahieren diese Gleichungen voneinander so erhalten wir

h2

_%Wz(ﬂf) 1) — Yy (x)yy(x)) —0
= %(%(a:)w’l(x) — by () () _0
~ Vo) () — 1 (@) (x) _,

Die Konstante c ist unabhdngig von = und ldsst sich insbesondere aus
dem Verhalten fiir  — oo bestimmen. Im Falle gebundener Zusténde ver-
schwinden die Wellenfunktionen und ihre Ableitungen im Unendlichen.
Daraus folgt

o= lim (el 0) — a()V4(o) ) =0
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und somit (zundchst mit der Einschrankung v »(z) # 0)

Yo(x)Yy(z) = aho(w)y(x)
) _ )
Y1(z) Ya(z)

d

e Inyy(x) = dix In ¢s(x)

Die Differentialgleichung kann unmittelbar integriert werden

yn(z) = Ingy(e)+d
e [0 ¢

Yi(r) = a(z)- ! Po()

Das heifst, dass die beiden Zustiande sich nur durch einen Phasenfaktor
unterscheiden und physikalisch identisch sind [[|Dies beweist die eingangs
aufgestellte Behauptung.

4.6.4 Zahl der Nullstellen gebundener Zustinden in 1d

Wir haben beim Potentialtopf gesehen, dass die Wellenfunktion () im
Grundzustand keine Nullstelle hat, und dass mit jedem hoheren Energieni-
veau eine zusitzliche Nullstelle in der Wellenfunktion auftaucht. Dies gilt
allgemein fiir gebundene Zustinde in 1d und ist die Aussage des Knoten-
satzes.

Eine analoge Eigenschaft gilt auch fiir die radiale Wellenfunktion des Was-
serstoffatoms, allerdings in Abhédngigkeit von einer radialen Quantenzahl
N, aber nicht fiir die Hauptquantenzahl n, mit E,, ~ 1/ n2.

Bei der Division durch 1; oder v muss man Bereiche (Punkte oder Intervalle der
x-Achse) ausschliessen, in denen v; = 0 oder 15 = 0. Wir habe zunichst nur 1 o 9
ausserhalb dieser Bereiche gezeigt. Wenn aber innerhalb eines solchen Bereiches etwa
1 = 0 und ¢y # 0 gelten wiirde, so wéren v, oder/und 1, oder ihre Ableitungen am
Rande dieses Bereichs unstetig, was nicht moglich ist.
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4.6.5 Existenz reellwertiger Eigenfunktionen in 1d

In einem System beliebiger Dimension ohne Magnetfeld ist der Hamilton-

operator % + V(Q) reell; insbesondere gilt V*(Z) = V(&).

(Mit Magnetfeld enthilt der Hamiltonoperator [P — eA(Q)]? (Gl (3.11))

und wegen P — —ihV wiirde ein ein komplexer Anteil auftauchen.)
Die komplex konjugierte Schrodingergleichung lautet dann

2

‘;_mA¢<x>*+v<x>w<x)* = Ega)

mit reellem Potential V' (Z). Ohne Magnetfeld erfiillt daher ¢)*(z) unabhén-
gig von der Dimension des Problems dieselbe Schrodingergleichung wie
Y(x) zur selben Energie.

Damit ist auch jede Linearkombination von i) und ¢* Losung des Eigen-
wertproblems zur selben Energie. Wir konnen speziell die reellwertigen
Kombinationen

hia) = W
s = PEVE
wihlen.

Bei eindimensionalen Problemen gilt fiir die gebundenen Zustinde zu-
sédtzlich, da sie nicht entartet sein konnen, dass beide Losungen identisch
sind. Wir haben somit gezeigt:

Die Wellenfunktionen der gebundenen Eigenzustinde eines eindimensionalen
Potentialproblems ohne Magnetfeld kinnen immer reell gewdihlt werden.

Wie in Abschnitt gezeigt wird, verschwindet in diesem Fall auch der
Strom.
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4.6.6 Wahrscheinlichkeits-Strom und Kontinuitadtsgleichung

Wir betrachten (nun wieder in drei Dimensionen) ein Teilchen in einem
zeitunabhiingigen dufleren Potential ohne Magnetfeld. Dann ist der Hamilton-

operator reell (Kap.4.6.5).

i 12 R — _ a —
i 1,2 — X [ = _ a * f

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(Z,t), das quantenmechanische Teilchen
zur Zeit t am Ort ¥ anzutreffen, ist bekanntlich gegeben durch

p(@,t) = [(Z, )] (4.37)

Wir berechnen nun die zeitliche Ableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte.

Aus GI. (4.36a) und Gl. (4.36b) erhalten wir




4.6. Eigenschaften der Wellenfunktion

Die rechte Seite kann mit der Identitéat

V Im [w*(f, V(7 t)} = Im [ﬁ (zb*(f, t)Vab(, t))]

— tm | (T 0) (Tl )+ @0 ST vl
cR A
— Im (¢*(f, £ A W(F, t))

weiter vereinfacht werden, und wir erhalten schliefSlich die Kontinuitats-
gleichung mit der sogenannten Wahrscheinlichkeitsstromdichte j (i, )

KONTINUITATSGLEICHUNG

—p(Z,t) = —=Vj(i,1) (4.38a)

j = %Im (w*(f, t) V (, t)) (4.38b)

Man kann auch j = Re (¢*(%,1) nﬂz ¥(Z,t)) schreiben (wobei mit LpU(z)”
wieder (z|p|y)) = —ihVi(x) gemeint ist) und sieht dann, dass in j so etwas
wie eine Geschwindigkeit v = £ auftaucht.

Es ist interessant, die Wellenfunktion nach Betrag und Phase zu trennen:
Y(Et) = Vp(Et) e (4.39)

S PEOVO@ED = E e D (6¢m)ew<m

+\/p(T, ) PED\/p(F, )P iV o(E, 1)

— VIO (FVIED ) +/E VD (i

S

eRr
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= J(@t) = —p(@ t)Ve(i,t) (4.40)

Der Strom wird von der Phase "getragen". Wenn die Wellenfunktion reell
ist, dann ist die Phase ¢ Null, und damit auch der Strom. Dann verschwin-
det auch die Divergenz des Stromes und mit der Kontinuitdtsgleichung
ebenfalls die Zeitabhidngigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte:

. - 9]
=0 = j(@=0 = Vi@t =0 = 5 (Z,t)=0.

Reelle Wellenfunktionen liefern keinen Strom.
Bei reellen Wellenfunktionen ist p(Z,t) zeitunabhingig.

Strom mit elektromagnetischem Feld

Es soll noch erwdhnt werden, wie die Kontinuitatsgleichung aussieht, wenn
ein elektromagnetisches Feld anliegt. In diesem Fall gehen das Potential
und der Impuls gemafs Gl. (3.11)) {iber in

V(@) — V(&) +q ©(2)

skalares Potential — elektrisches Feld

{

P — P—q A®)
—— . .
Vektorpotential — magnetisches Feld 5 = rot A

In der kinetischen Energie taucht durch (P — ¢A)? eine Kopplung PA
zwischen Magnetfeld und Impuls des Teilchens auf. Die Kontinuitatsglei-
chung bleibt weiter giiltig, es dndert sich lediglich die Wahrscheinlich-
keitsstromdichte:

J@6) = — Im (w*(f, V(T t)) ~ LA pi,t) . (4.41)

Zusétzlich zu dem Term, den wir bereits abgeleitet haben, trdgt noch das
Vektorpotential zur Stromdichte bei.
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4.7 Freie Teilchen

Wir betrachten jetzt nicht-gebundene Teilchen. Wenn das Potential V' = V},
konstant ist, d.h. unabhéngig vom Ort, sind die Teilchen frei (der soge-
nannte, freie Fall"). Wir betrachten der Einfachheit halber 1 Dimension. In
drei Dimensionen muss man z und k durch # und k ersetzen. Der Hamil-
tonoperator ist im freien Fall H = % + V.

4.7.1 Ebene Wellen

Die Eigenzustdnde des Hamiltonoperators fiir ein konstantes Potential ha-
ben wir schon in Abschnitt 4.2| kennengelernt. Wenn es keine Ortsabhan-
gigkeit im Potential gibt, machen Losungen mit £ < 1;, die zu x = —o0
oder x = oo hin exponentiell divergieren, keinen Sinn. Freie Teilchen wer-
den durch die oszillierenden Losungen der stationdren Schrodingerglei-

chung —%% () = E1(x) beschrieben, mit einer beliebigen Energie
E >V
Y(z,t=0) = (x) = ae® fhe ™ (4.42)
h?k?
und — = E-1Vj.
2m

FEin solcher Zustand ist nicht normierbar
o0
[ @ dr=oc

Er beschreibt nicht ein einzelnes Teilchen, sondern, wie wir gleich sehen
werden, rechts- und linkslaufende Strome von unabhéngigen Teilchen fe-
ster Energie E, in der Art von ebenen Wellen.

Die Zeitabhidngigkeit des Eigenzustandes Gl. (4.42) ist durch den Zeitent-
wicklungsoperator exp(—1 Ht) gegeben:

V() = e ().

twt

Dies ist eine Schwingung der Form e™“* mit
h2k?
F = hw = + V. (4.43)
2m
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Fiir die Wellenfunktion GI. (4.42) lautet die Zeitentwicklung

Y(x,t) = aeteeh o peilkatet) (4.44)

Diese Wellenfunktion ist auch periodisch im Ort, mit der Wellenldnge \ =
27 /k. Dies ist die de Broglie Wellenlidnge, GI. (L.1).

Ort konstanter Phase

Wir untersuchen, wie sich bei den ebenen Wellen Gl. (4.44) der Ort 7 fester
Phase zeitlich verandert. Wir betrachten zunichst den Term ei(k*—«?) .

w const
kr —wt = const = x = —t+ = UPhase t + To

k k

Diese Gleichung definiert die Phasengeschwindigkeit eine typische Geschwin-
digkeit des Problems:

w hk
ase ‘— 7. T o 4.45
UPh L om ( )
Der Term ¢'**=“*) mit dieser positiven Phasengeschwindigkeit, beschreibt

eine rechts-laufende Welle, da fiir konstante Phase bei zunehmender Zeit ¢
auch der Ort x zunimmt. Dazu korrespondierend ist die Funktion e!(k*=?)
eine Eigenfunktion der Impulsoperators mit Eigenwert p = hk.

—i(kz+wt)

Entsprechend beschreibt der Term e eine linkslaufende Welle mit

Impuls —hk.

Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Zundchst bestimmen wir den Beitrag, der von der rechtslaufenden Welle
geliefert wird

wr — aeik:p efiwt
h d h S
j, = —Im (@b*—@b) = —|a|*Im (w* ik:e_Wteka>
m dz m
h hk
= —aP k= Jaf — = |a .
m m m
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Analog liefert die linkslaufende Welle die Stromdichte j; = |b]? =2

m

4.7.2 Wellenpakete

Die Eigenzustande (4.42) sind raumlich ausgedehnt und nicht normierbar.
Aus ihnen kénnen aber durch geeignete Linearkombination von Losun-
gen zu verschiedenen Energien,

1 * - ikx
mw=7§[mw@edw

d.h. durch passende Wahl der Fourierkoeffizienten v (k), lokalisierte Zu-
stinde konstruiert werden, sogenannte Wellenpakete. Ein wichtiges Bei-
spiel sind Gauf$sche Wellenpakete (s.u.). Ein solcher Zustand beschreibt
nach wie vor ein Ensemble von einzelnen propagierenden Teilchen. Er
ist jedoch kein Eigenzustand des Hamiltonoperators mehr. Die Form des
Wellenpakets dndert sich daher im Allgemeinen mit der Zeit ]

Die Zeitentwicklung des Zustands mit exp(—}—ilH t) ergibt bei freien Teil-
chen

1 © ~ .
¢mw=7§/zwmmﬂwh (4.46)
mit einer k-abhangigen Frequenz
h2k?
hw = + V.
2m

Wir nehmen nun an, dass die Amplitude " (k) ein Maximum bei einer Wel-
lenzahl &, hat. Wir entwickeln w(k) um koﬂ

dW(k’o)
dk

Wenn wir aus v(z,t) einen globalen Phasenfaktor herausziehen (der kei-
nen Einfluss auf physikalische Messergebnisse hat), erhalten wir

wik) = wike) + (k — ko)

dw

(kom— 1 * ~ i((k—ko)a — (k—ko) 22801 1))
Y(x,t) = ellkor—wko)t) _—_ P(k) e dr dk + ... .
V2T ) o

2Wichtige Ausnahme im nicht-freien Fall: , kohidrente Zustiande” beim harmonischen

Oszillator (Kap.[4.9.6).

Die weggelassenen hoheren Ordnungen werden bei nicht-konstantem Potential V (z)
wichtig.
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(4.47)

Der Exponent im Integral ist (k — ko)(z — 92t). Das Maximum des Wellen-
pakets bewegt sich daher mit der
e o dw _ hky _ po
Gruppengeschwindigkeit v, := - o

Weil die Gruppengeschwindigkeit nicht mit der Phasengeschwindigkeit
der einzelnen ebenen Wellen iibereinstimmt, andert sich mit der Zeit die
Form des Wellenpakets. In GL wurde gezeigt, dass die Unschérfe
im freien Fall fiir beliebige Anfangs-Wellenfunktionen sogar mindestens
linear mit der Zeit anwichst,

AQ(t) AQ(0) > % t.

Beispiel: Ein Gauf3sches Wellenpaket (s.a. Ubungen) ist durch

(x — x0)?
202

Y(z) = (10?)71 exp(— ).

gegeben. Es hat die minimal mogliche Unschérfe

(&) (8p) = &

die jedoch bei Zeitentwicklung mit dem freien Hamiltonoperator % +V

. 2 .
wie , /1 + £ zunimmt.
mUO
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1 I 11

-L/2 +L/2

Abbildung 4.9: Streuung an der Potential-Barriere.

4.8 Streuung an einer Potentialbarriere

Wir untersuchen nun quantenmechanisch die Streuung von Teilchen an
einem Potential. Gebundene Zustdnde haben wir bereits im letzten Ab-
schnitt behandelt; wir konzentrieren uns hier auf ungebundene Zustande.
Wir betrachten sowohl den Fall einer Potential-Barriere, so wie er in Abbil-
dung dargestellt ist (V5 > 0), als auch den Fall einer Potential-Mulde
(Vo < 0). In beiden Faillen interessieren uns aber ungebundene Zustidnde,
d.h. Energien £ > 0.

Von links treffen Teilchen auf das Potential. Wir werden die Intensitat
R der riickgestreuten und die Intensitdt 7' der transmittierten Teilchen
berechnen. R und 7" bezeichnet man auch als Reflexionskoeffizienten bzw.
Transmissionskoeffizienten. Sie sind definiert als

Jel Zahl der reflektierten Teilchen

R pr— pr—
Jein Zahl der einfallenden Teilchen
T — Juwans  Zahl der transmittierten Teilchen LR
"~ Jun  Zahlder einfallenden Teilchen

4.8.1 Allgemeine Losung
Klassische Behandlung

Fiir die klassische Behandlung ist es sinnvoll, das Potential abzurunden
(siehe Abbildung (4.10)), damit keine J-formige Kraften auftreten. Zu Be-
ginn, d.h. weit vor der Potential-Barriere, ist die kinetische Energie E;,
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X

Abbildung 4.10: Klassische Behandlung der Potentialbarriere.

gleich der Gesamtenergie E. Im Bereich des Potentials gilt Ey;, = £ — V(x).
Das Teilchen wird je nach Vorzeichen des Potentials von ihm abgebremst
oder beschleunigt. Es miissen klassisch zwei Félle unterschieden werden:

1. Wenn die Gesamtenergie grofSer ist als die Potential-Barriere, wird das
Teilchen nicht reflektiert und fliegt iiber die Potential-Barriere hinweg.
Dies gilt insbesondere fiir eine Potential-Mulde (V; < 0).

2.Ist die Potential-Barriere hingegen grofser als die Gesamtenergie, so wer-
den alle Teilchen an der Barriere reflektiert. Zur Ruhe kommen sie dabei
an einem Umkehrpunkt z,, an dem Ey;, = 0, d.h. wenn V(z,) = E. Klas-
sisch gilt daher:

1. Vog>E = R=1T=0
2. Vo<E = R=0T=1

In diese Uberlegungen geht die tatsdchliche Form des Potentials nicht ein.
Fiir die Quantenmechanik ist es leichter, mit dem rechteckigen Potential
aus Abbildung (4.2) zu rechnen.

Quantenmechanische Behandlung
In den Bereichen I und IIl ist die allgemeine Losung

77/)(1') — Al . eik::c + A2 X e—ika:

mit der Wellenzahl k = QT;E und £ > 0. (4.48)
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Diese Wellenfunktion ist, wie wir schon gesehen haben, nicht normierbar,
und beschreibt einen Strom von nach rechts einlaufenden und einen Strom
von nach links reflektierten Teilchen, mit der Wellenzahl k.

Einzelne Teilchen dagegen entsprechen Wellenpaketen, also Linearkom-
binationen von Losungen zu verschiedenen Wellenzahlen. Um die Rech-
nung einfacher zu halten, betrachten wir im Folgenden die Impulseigen-

zustdnde Gl. (4.48).

Hinter der Barriere (Bereich III) kann es, wegen der vorgegebenen Situtati-
on mit von links einlaufenden Teilchen, nur nach rechts auslaufende Teil-
chen (Wellen) geben. Daher muss dort A, = 0 sein.

Im Bereich II gilt

W(z) = Bi-e™+DBy-e™

2m(Vo — E) _ { k| E<Vy (4.49)

h? ilk| E>VW

d.h. die Wellenfunktion ist im Bereich II wellenartig, wenn £ > V;, und
exponentiell wenn £ < V4.

Die gesamte Wellenfunktion lautet somit

Apethe 4 Ay emthe s p < —é
V() = (B e +Bye ; —f<o<i
C etk x> %

Die Stetigkeitsbedingungen von v (z) und ¢’ () liefern 4 Randbedingun-
gen zur Festlegung der 5 Unbekannten. Zusatzlich miissen wir noch fest-
legen, wieviele Teilchen pro Zeiteinheit einfallen. Die Konstante A; hangt
direkt mit der Stromdichte Gl. der einfallenden Teilchen zusammen

) h
Je = _‘A1’2'k
m
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Uns interessieren der Reflektions- und der Transmissionskoeffizient

. 2 A 2

R = ;_’” = le2=2 = :AQ; 5 Je; jr - . . einfallende; reflektierte Stromdichte
e 1 1

o i kIR e
Je| kA2 A2

Der Strom der einfallenden Teilchen wird experimentell vorgegeben. Wir
konnen ihn jedoch beliebig wéhlen, z.B. A; = 1, da in R und T nur die
Verhiltnisse eingehen.

Es bleibt als Losung
e”“—I—A efik:): . S _TL
Y(a)={ Bl e + Bye™ ; —L<gp<lL (4.50)

Die restlichen Konstanten kann man nun iiber die Randbedingungen be-
stimmen. Die Rechnung dazu ist relativ aufwendig. Sie wird im Folgenden
der Vollstandigkeit halber wiedergegeben. Das Ergebnis steht in Gl. (4.53)

und (4.54).

w(—L): e*=3) L A e k(=3 — B, .e"F) L By. e R(F)
e C-e*3) — B .e®3) 4 By. e H(3)

¥ (-L) e k5 _ Aeis = —ip(B1e "2 — Bge"2)
w/(%) : Ceihs = —z'p(Ble”‘% - B2€_Hé>

mit p := 7. In Matrixschreibweise und mit der Abkiirzung ¢ = e folgt

kL _1 1
N[ e ar(AY _ (a2 g B
—
n e~ ik s pikL A ; —q7 g2 B
2 — =
0 C P q% —q_% B2




4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

Das Inverse der Matrix M lautet

1 1
_ 1 —q~2 q2 1
Y (e — -~ N
(¢—q7) ( ¢z g2 > (¢—a™t)

Wir multiplizieren i) von links mit M1 =

By 1 e~th3 L 1 A
— . 2 4.51
( B, ) M < 0 + ez M o (4.51)

und setzen das Ergebnis in i7) ein. Mit Abkiirzungen sh := sinh(xL) und ch := cosh(xL)
fiihrt das zu

—ikL —ikL
e 2 kL A o -1[ € 2 ikL . [ A
( 0 > 62<C>—ZPNM < 0 >+e 25N M <C>
_ikL
ety <ﬂ+ip./\//\/l_1> < é ) = <]1 —ip/\//\/l_1> ( ¢ 0 ’ )

Wir erhalten somit fiir die Koeffizienten A und C' das Zwischenergebnis

( g ) = ¢ kL <]1+ipNM—1>_1<ﬂ —ipNM_1> ( (1) ) . (452)

K

Nun gilt es, die Matrix K zu berechnen. Dazu benétigen wir zunédchst

_ 1 1 qg+q ! =2 1 ({ ch -1
. 1 = 2: = —
N-M q—q—lN q—q_1< -2 q+q_1> sh(—l ch>

Daraus erhalten wir

sh
<]l—ip/\//\/l_1) =
) . ch
+E 1o
i ch . -1
v p

-1
(ﬂ —i—z'pN/\/ll) =

_ip g ipch

sh sh
ipch ip
1 1+ sh sh
= det , ,
ip ipch
sh L+ sh
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Mit der Determinanten der Matrix (1 + ipAN'M~1)

. 2 2 . 2 .
ipch p ipch och® —1 9 ipch
det = (1 LR T M —1-p*+2=
¢ ( T eh > +sh2 LT sh? P
berechnet sich die Matrix K zu
. o (1+0%) 2%
( p?) sh 2£ (1 +02)
Mit GL. (4.52) und Gl. (4.51) lauten die Koeffizienten
4 kL (1+ p?)sh
¢ | = (1-p?)sh+ 2ipch ,
2ip
By _ e~ ihL/2 M (1 — p*)sh + 2ipch + (1 + p?)sh
By (1 — p2)sh + 2ipch 2ip
B 2e~hL/2 _1 [ sh+ipch
(1 — p?)sh + 2ipch ip

Das Ergebnis fiir die gesuchten Konstanten der Wellenfunktion lautet

A=1Le ™ (14 p*)sinh(kL)
C = % i 2p e kE
Bl — _% e—ikL/Q (1 _ Z,O) e—fiL/Q

By= 1 eI (1 4 jp) /2 (4.53)

Z = (1 — p*)sinh(kL) + 2ipcosh(kL) mit p = %

Daraus erhilt man

121



4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

REFLEXIONS- UND TRANSMISSIONSKOEFFIZIENT

(1+ p?)? - sinh®(kL)

R=|AP=
4 (14 p2)2sinh?(kL) 4 4p2
(4.54)
4p? . K
© (1+ p2)2sinh®(kL) + 4p? P

Die wegen der Stromerhaltung j. = j; + j, notwendige Summenregel
R+ T = 1ist automatisch erfiillt. Die Ergebnisse hangen von den dimen-
sionslosen Grofien p = x/k und <L ab, die aus den urspriinglich 3 Pa-
rametern L,V und E des Problems gebildet sind. Man kann sie auch als

kL = 27 _X mit \ = 5 2mh
m(Vo = B) (4.55)
K Vo
d = - = — -1
und p ?

schreiben. Man sieht, dass in <L die Lange X auftaucht, die von der Dif-
ferenz (Vy — E) abhiangt, wahrend p eine Funktion des Verhiltnisses E/V}
ist.

Wir werden die beiden Fille

1. hohe Potential-Barriere (V; > E > 0)

2. niedrige Potential-Barriere mit £ > 1, > 0
oder Potential-Mulde £ > 0 > V),

die sich auch klassisch unterscheiden, im Folgenden separat diskutieren.
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4.8.2 Hohe Potential-Barriere (1, > FE > 0), Raster-Tunnel-
Mikroskop

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die Energie des Teilchens klassisch
nicht ausreicht, die Barriere zu tiberwinden.Die Situation ist in Abb.(4.11))
skizziert. Hier ist V; > F > 0 und daher & € R und x € R. Die Wel-

v

| II 111
-L/2 +L1/2

Abbildung 4.11: Energie geringer als Potential-Barriere.

lenfunktion zeigt somit oszillierendes Verhalten auferhalb des Barrieren-
Bereichs und einen exponentiellen Abfalfl|im Barrieren-Bereich. Wie die
obige Rechnung gezeigt hat, gibt es quantenmechanisch —im Widerspruch
zur klassischen Erwartung — dennoch eine nicht-verschwindende Wahr-
scheinlichkeit, dass das Teilchen die Potentialbarriere tiberwindet. Man
spricht vom Tunneleffekt. In den Gleichungen und sind alle
Groflen reell.

Wir betrachten den Spezialfall einer sehr breiten und /oder hohen Barriere

2nh L
2m (Vo — B)

1l << k-L =

In diesem Fall kann sinh(xL) in Gl. (4.54) vereinfacht werden

62/@L + e—QHL -9 eQnL

inh?(kL) = = >> 1
sinh”(kL) 1 1
2

4p
(14 p?)?

I

= 4e 2Rl

*Der exponentiell ansteigende Beitrag verschwindet nicht, wird aber vom abfallenden
Teil dominiert.
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Der Transmissionskoeffizient verschwindet demnach exponentiell mit der Bar-
rierenbreite und der Barrierenhohe. Er wird aber nur fiir unendlich breite
oder unendlich hohe Potentialbarrieren zu Null.

Eine inzwischen alltdgliche Anwendung des Tunneleffektes findet sich in
Flash-Speichern. Dort wird ein Transistor (MOSFET) mit einem , Floating
Gate” benutzt, welches ganz von einer Isolatorschicht umgeben ist. Durch
Anlegen einer geeigneten Spannung werden die Potentiale so eingestellt,
dass Elektronen auf das Floating Gate tunneln, wo sie ohne dufsere Span-
nung lange Zeit bleiben.

Eine weitere Anwendung des Tunneleffektes ist das

Raster-Tunnel-Mikroskop
(Nobelpreis 1986 H.Rohrer, G.Binnig (IBM-Riischlikon))

Beim Scanning Tunneling Mikroscope (STM) wird eine Metallspitze tiber
eine Probenoberfldche mittels ,,Piezoantrieb” geftihrt, sieche Abbildung .
Die leitende (oder leitend gemachte) Probe wird zeilenweise abgetastet.
Zwischen der Spitze und der Probe wird ein Potential angelegt, wodurch
ein , Tunnel-Strom” flief3t, der vom Abstand der Spitze zur lokalen Pro-
benoberfliche abhidngt. Mit Hilfe einer Piezo-Mechanik kann die Spitze
auch senkrecht zur Probenoberfliche bewegt werden. Es gibt verschiede-
ne Arten, das Tunnel-Mikroskop zu betreiben. In einer Betriebsart wird
die Spitze immer so nachjustiert, dass der Tunnel-Strom konstant ist. Die
hierfiir notwendige Verschiebung ist ein Mafs fiir die Hohe der Proben-
oberfldche (genauer: fiir die Zustandsdichte der Elektronen).

Sp|‘er
Db}

Abbildung 4.12: Raster-Tunnel-Mikroskop.

JNOLBAIDIUSIO
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Ein STM hat atomare Auflosung. Das erscheint zunédchst unglaubwiirdig,
da die Spitze makroskopische Dimensionen hat. Der Grund ist, dass we-
gen der exponentiellen Abhdngigkeit des Tunnel-Stromes vom Abstand
das ,unterste Atom” der Spitze den dominanten Beitrag zum Strom lie-

fert (siehe Abbildung (4.13)).

©

Abbildung 4.13: Spitze des Raster-Tunnel-Mikroskops.

4.8.3 Niedrige Potential-Barriere (£ > 1 > 0)
oder Potential-Mulde (£ > 0 > 1))

Wir betrachten nun die Fille, in denen das Teilchen klassisch nicht an der
Barriere reflektiert wiirde (R = 0; 7' = 1), also den in Abbildung
dargestellten Fall einer niedrigen Potential-Barriere, und den Fall einer
Potential-Mulde. Quantenmechanisch wird die uns hier interessierende

A

%

I II III
-L/2 +L/2

Abbildung 4.14: Energie grofSer als Potential-Barriere.

Situation ebenfalls durch die Gleichungen (4.54) und (4.55) beschrieben.
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

Wegen E > 1} sind nun &, p und by imagindr, und man driickt die Glei-
chungen besser tiber |x| und |p| aus. Aus Gl. (4.54) und Gl. {#.55) wird

wegen sinh®(i|x|) = — sin?|x] :

REFLEXIONS- UND TRANSMISSIONSKOEFFIZIENT (E > max{0, V;})

4|p|?

T —
(1= |pl?)?sin®(|&| L) + 4] p|?

(4.56)

R=1-T

/2 /
mit |k| = h—T(E—VO), und |p| = %: 1—%. (4.57)

Im Barrierenbereich ist die Losung nun auch oszillierend:
wII _ Blei|f§|z + B2efi|n|x

mit der de-Broglie Wellenldnge IA| = 27/|x|. Quantenmechanisch kann
auch der klassische Wert T' = 1 (bzw. R = 0) erreicht werden. Das ist im-
mer dann der Fall, wenn sin |k L| = 0, bzw. |k|L = n7. Anschaulich bedeu-
tet das, dass die Barrierenbreite ein halbzahliges Vielfaches der Wellenldn-
ge X ist und die Welle in die Potentialbarriere ,hineinpasst”. Wenn man
die Ausbreitung eines Wellenpaketes untersucht, so findet man, dass das
Teilchen in diesen Féllen besonders lange im Potentialbereich anzutreffen
ist. Dieses Phdnomen nennt man Streuresonanz. Es ist auch als Ramsauer-
Effekt bekannt, nach dem 1921 von Ramsauer beobachteten Effekt, dass
Elektronen bestimmter Energien in Edelgasen nicht absorbiert werden. In
Abbildung ist der Transmissionskoeffizient einmal als Funktion der
reduzierten Energie ¢ und einmal als Funktion einer reduzierten Lange A
aufgetragen. Im letzteren Bild erkennt man das Resonanzphdnomen.

Da obige Uberlegungen auch fiir V;, < 0 gelten, besagt die quantenmecha-
nische Rechnung, dass es auch an niedrigen Potentialtopfen und Potentialmul-
den Reflektionen gibt. Dies wire klassisch keinesfalls moglich.
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0 5 10 0 50 100

Abbildung 4.15: Transmissionskoeffizient als Funktion von e := E [V
fiir \ == L/ ——— = 7 (links) und als Funktion von X fiir € = 1.05 (rechts).

2m|Vo|

4.8.4 Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte |¢(x)|* eines quantenmechani-
schen Teilchens errechnet sich aus den Gleichungen (4.50), unterschiedlich
fiir die Gebiete I, II, und III.

e Im Gebiet I entstehen durch Reflexionen an der Potential-Barriere
auch Wellen, die nach links laufen. Daraus resultiert eine Interferenz,
die, wie in Abbildung dargestellt, zu einer oszillierenden Auf-
enthaltswahrscheinlichkeitsdichte fiihrt.

(@) = 14 |A>+2Re (A*e?*™)
—_——
|A] cos(2kxz—p)
A = |A]l-e¥
R = |AP
lW(z)]? = 1+ R+ 2VRcos(2kz — ¢)
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

II) Im Gebiet II kommt es darauf an, ob £ < V;; oder E > Vj, d.h. ob &
reell oder imagindr ist. Wenn « reell ist, so findet man ein exponen-
tielles Abklingen. Wenn « aber imaginér ist, so beobachtet man auch
im Bereich der Potentialbarriere oszillierendes Verhalten.

[Y(z)]? = |Bi|?e*™ + |By|*e " + 2Re (B} By)

II) Im Gebiet III lduft die Welle nur nach rechts, es kann daher keine
Interferenz geben. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ist dort
iuberall konstant.

Y(z) = Ce™ = W) = |CP=T=1-R.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten sind in Abbildung (4.16) fiir
die drei diskutierten Félle aufgetragen.

Wir haben hier nur den eher unrealistischen Fall behandelt, dass die ein-
laufenden Teilchen in einem Impulseigenzustand prapariert werden und
raumlich vollig unbestimmt sind. Der interessantere Fall ist sicherlich der,
dass die einfallenden Teilchen als Wellenpaket prapariert werden. Die ma-
thematische Behandlung ist dann wesentlich komplizierter, liefert aber
dieselben Reflexions- und Transmissionskoeffizienten. Die Rechnung da-
zu findet man z.B. im Buch von Shankhar.
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10}
> 8 V(x)
[¥(x)]
6,
ANA
N
0 1 1 3
x/L
30 E
2
[¥(x)] 25
20f
15}
10/ VAN
V(x)
5,
0 = 1 3
x/L
10f
2
[¥(x)]
5 E
_/\/\_/\/—
0
_5t
V(x)
-0 1 1 3
x/L

Abbildung 4.16: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten |v(x)|* ( nicht die Wel-
lenfunktion )(x) selber) beim Streuproblem fiir die drei diskutierten Fiille Vi >
E > 0 (oben), E > Vy > 0 (Mitte) und E > 0 > Vj (unten). In der mittleren
Abbildung ist 10 - |¢(x)|* aufgetragen.
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4.9. Der Harmonische Oszillator

4.9 Der Harmonische Oszillator

Zum harmonischen Oszillator gehort klassisch die Hamiltonfunktion
P ko,
H = om T 3% . (4.58)
Damit wird z.B. ndherungsweise die Bewegung von einzelnen Atomen in
einem Festkorper beschrieben, hier in 1 Dimension. Wenn die Atome in
der Gleichgewichtslage sind, so wirkt keine Kraft. Lenkt man ein Atom
aus der Ruhelage um x aus, so wirkt auf das Atom eine riicktreibende

Kraft f(z). Diese Kraft kann man in eine Taylorreihe entwickeln
flx)=f0)—k-z + ...

In der Ruhelage verschwindet die angreifende Kraft (f(0) = 0) und der
Kraft —k - z entspricht das Potential £ 22,

Die klassische Bewegungsgleichung m - & = —k - = hat die Losung

z(t) = acos(wt) + bsin(wt)

mit o= F (4.59)
m

Die Hamiltonfunktion H lasst sich somit auch schreiben als
2 2
o= L ¥ (4.60)
2m 2

Der Ubergang zur Quantenmechanik erfolgt mittels Ersetzen der dynami-
schen Variablen durch Operatoren. Der Hamilton-Operator lautet dann

]f[ _ E+W2m

o 5 Q2. (4.61)

Er ist nicht explizit zeitabhdngig. Wir miissen daher nur die stationére
Schrodingergleichung

l6sen. Eine einfache, elegante, algebraische Losung dieses Eigenwertpro-
blems geht auf Dirac zurtick. Sie vermeidet das explizite Losen einer Dif-
ferentialgleichung. Einen vollig analogen Formalismus benutzt man in der
Vielteilchenphysik und der Quantenfeldtheorie zur Beschreibung von Sys-
temen mit vielen Teilchen.

130



Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

491 Methode von Dirac

Der Hamilton-Operator ldsst sich zu

e (2]
2 mw

umschreiben. Wir formen ihn weiter um. Wenn die Operatoren vertau-
schen wiirden, kénnte die eckige Klammer als (Q —i-L-)(Q +i-L) ge-
schrieben werden. Aufgrund der Vertauschungsrelationen erhalten wir
tiir dieses Produkt jedoch

~

~ ~ 2 . - 2
(- 2)on) - () - ()]
mw mw mw mw mw mw

Damit kann man den Hamilton-Operator folgendermafien schreiben

X 2/ P . P Fw -
PR PR ATFIRE A

Die Ausdriicke in Klammern nennen wir , Leiteroperatoren” oder

ERZEUGUNGS- UND VERNICHTUNGSOPERATOREN

mw , ~ . P
=\ @)
N (4.62)
N N
“ = 2h m

Die Namen werden spiter erldutert. Weil P und Q selbstadjungiert sind,
sind diese Operatoren zueinander adjungiert:

(@) = a' und (CLT)T =a. (4.63)
Wir definieren noch den sogenannten
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ANZAHL-OPERATOR N

N = da , (4.64)

Es gilt NT = N. Damit wird der Hamilton-Operator formal sehr einfach:

HAMILTON-OPERATOR DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

H = ho(da+ 1) = hw(N—i—%]l) : (4.65)

Besonders wichtig sind die Vertauschungsrelationen von Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren

ol = 2@ HiE) Qi)

mw mw MW *~
=0 2[Q,P)=2in 1

:%%@@Hiwimﬂ—imﬂ—m@ﬂ

=1

VERTAUSCHUNGSRELATIONEN VON
ERZEUGUNGS- UND VERNICHTUNGSOPERATOREN

1 < aaT:N+fI
[a,a] =0 . (4.66)
0

1l
B
IS
L
Il

(ICLJr — CLT(]J

Wir benennen die Eigenwerte und Eigenvektoren von N mit n und |n).
Wir werden bald sehen, dass n eine nattirliche Zahl sein muss. Da sich die
Operatoren H = hw (N + %]1) und N nur um ein Vielfaches des Einheits-
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operators unterscheiden, haben sie dieselben Eigenvektoren:

" - 1
Wenn N|n) = njn), dann H|n) = hw(n+ 5) n) .
Daher hat H die Eigenwerte fiw(n + 1). Weil die Operatoren hermitesch
sind, sind die Eigenwerte reell. Wir miissen nun herausfinden, welche Ei-
genwerte n des Anzahloperators mdoglich sind. Dazu betrachten wir die

Vertauschungsrelationen von N mit a und o

A~

[N,a'] = [a'a ,a'] = a' g a! —a'a'a (4.67a)
—~
aTa+fl
=da'a'a +a' —a'ala =al (4.67b)
[Na]=ldfa,a]=dfaa — ad a (4.67¢)
-
ata +1
=dlaa —dlaa —a = —a (4.67d)

Wir wenden die Vertauschungsrelation [N, al] = a auf einen Vektor |n) an
und benutzen N|n) = n|n):

[N,d] [n) = a'|n)
& Ndf|n) — a'njn) = dfjn)
& Nd'n) = (n+1)af|n) (4.68)
Analog
Naln) = (n—1aln) (4.69)

Wenn also |n) Eigenvektor von N zum Eigenwert n ist, so ist

a'|n) Eigenvektor zum Eigenwert (n+1)
a |n) Eigenvektor zum Eigenwert (n—1)

Man nennt a' den Erzeugungsoperator und a den Vernichtungsoperator in
Analogie zur Quantenfeldtheorie. Dort werden formal gleichartige Ope-
ratoren benutzt und n steht fiir eine Tgilchenzahl, z.B. fiir die Zahl von
Photonen einer Ausbreitungsrichtung % und Frequenz w. Die Operatoren

a’ und a dndern dort die Teilchenzahl um 1.

133



4.9. Der Harmonische Oszillator

Bei einem eindimensionalen Potentialproblem sind die gebundenen Ei-
genzustinde von H nicht entartet (Kap. . Ungebundene Zustande
gibt es beim harmonischen Oszillator wegen des unbeschriankten Potenti-
als nicht. Der Vektor a |n) muss somit zu [n — 1) proportional sein:

aln) = c-|n—1) : (4.70)
Das Adjungierte dieser Gleichung lautet
(n|a' = (n—1|c". (4.71)

Nach links angewandt wirkt der Erzeugungsoperator daher wie ein Ver-
nichtungsoperator (und analog der Vernichtungsoperator wie ein Erzeu-
gungsoperator (s.u.)) !

Wir berechnen nun den Proportionalitatsfaktor. Die Eigenvektoren |n) sol-
len normiert sein. Zum einen gilt

(nla'aln) = (n|Nln) = n (n|n) = n
—— ~——

nin) =1

Zum anderen kénnen wir beim Produkt a'a den Faktor a' nach links und
den zweiten Faktor a nach rechts anwenden:

(nlataln) = cc(n—1ln—1) = |c[?

Daher muss der Normierungsfaktor |c|?> = n erfiillen. Wir wéhlen ¢ = /n.
Daraus folgt

a |n)y = vn |n—1) (4.72)

Insbesonderilt a|0) = 0. Analoge Uberlegungen fiir af|n)

a'ln) = dn+1)
(nlaatln) = *dn+1n+1) = |
(nlaalln) = (ul(N +W)jn) = n+1 = [P

®Man beachte, dass in der hier verwendeten allgemein {iblichen Notation ,,|0)” fiir
den Zustand mit n = 0 steht und nicht fiir den Nullvektor des Hilbertraums. Letzterer
wird nicht explizit als Vektor, sondern als ,,0” geschrieben, z.B. [1) — |1) = 0.
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liefern

a'ln) = Vn+1 |n+1) (4.73)

Die adjungierten Versionen von (4.72) und (4.73) zeigen, wie man a und a'
nach links anwendet:

(n|a' = (n—1|vn

(nla = (n+1]vn+1.

Wir kénnen nun mit einem beliebigen Eigenzustand |n) beginnen und den
Operator a wiederholt anwenden

aln) = vnln—1)
aaln) = y/nn—1)n—2)

a™n) = Vn-(n—1)-(n—=2)---(n—m+1) |n—m) (4.74)

So erhalten wir die Eigenzustdnde |n —m) zu immer kleiner werdenden
Eigenwerten (n — m) von N, wobei m die Anzahl von angewandten Ope-
ratoren a zdhlt. Das bedeutet, dass im Prinzip negative Eigenwerte erzeugt
werden konnten. Es gilt aber fiir jeden Eigenzustand |n’)

n' = (W|N') = (ld aln) = |l > 0.
—— "~
Wl 1)

Daher muss die Folge in Gl. abbrechen. Dies geschieht genau dann,
wenn n positiv ganzzahlig ist, weil dann «|0) = 0 auftritt. Wir erhalten:
Die Eigenwerte des Anzahloperators N sind die natiirlichen Zahlen N,.
Weil die Eigenwerte von H nicht entartet sind, sind die Eigenzustiande |n)
orthonormal.

EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN DES ANZAHL-OPERATORS

Nn) = nln) VneNy (dh.n=0,1,2,3...) )
. 4.75
(nfm) = dum, > )| = 1 . (4.75)
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4.9. Der Harmonische Oszillator

Die Eigenvektoren von H sind dieselben wie von N.
Aus H = hw (N + 11) ergeben sich die

EIGENENERGIEN DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

l%:hwm+%) (4.76)

neNy (dh.n=01,23...)

Die Eigenenergien des Harmonischen Oszillators sind in Einheiten
von fw quantisiert. Sie wachsen mit n linear an.

fiw
5

Im Grundzustand ,,|0)” hat das Teilchen die Nullpunktsenergie

Ort und Impuls sind auch im Grundzustand unscharf, wie schon aus
der Unscharferelation folgt.

4.9.2 Eigenzustinde und Erwartungswerte

Wir wissen nun, dass der n-te angeregte Zustand aus dem Grundzustand
|0) durch n-faches Anwenden von a' erzeugt werden kann . Es gilt

Iny = alln — 1)

n) = —=(a")"|0) (4.77)

Wir wollen nun den Erwartungswert der Auslenkung (n|Q|n), und des
Impulses (n|P|n) sowie die Varianzen im Eigenzustand |n) berechnen. Wir
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

konnen die Rechnungen algebraisch mit Hilfe der Operatoren a und af
durchfiihren, ohne z.B. P als Differentialoperator schreiben zu miissen.
Dazu driicken wir Q und P wieder durch a und a' aus. Mit Gl. (4.62) gilt

Q

J= e = B @.78)

P=iymw \/g (a'—a) =i (a" — a) (4.79)

SF s

Hier haben wir auch eine fiir den harmonischen Oszillator charakteristi-
sche Langenskala z, und eine Impulsskala p, definiert. (Der Faktor V2 ist
Konvention.) Sowohl @ als auch P sind hermitesch.

Einsetzen in die Erwartungswerte der Auslenkung und des Impulses lie-
fert mit (n| (a + aT) n) = (nlaln) + (n|a’|n)

A h
Q) = s (telalmy ol ) )
Vnln—1) Vntllnt1)
———’ ——
1=0 1=0
A . [mwh
ey = i (Cwldn, -l ) =0
~—~ ——
Vnln—1) Vn+1|n+1)
———— ———
1=0 1=0

In einem Eigenzustand von H sind die Erwartungswerte somit Nullﬁ Fiir
eine Linearkombination von Eigenzustdnden sind die Erwartungswerte aber
i.a. nicht Null (s.a. Ubungen).

®Dies gilt auch fiir alle anderen Potentiale, die wie der harmonische Oszillator spie-
gelsymmetrisch sind, V(z) = V(—x). Dann sind die Eigenfunktionen symmetrisch oder
antisymmetrisch: ¢,,(—z) = £, (z) und die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢,,(z)|? ist sym-

oo

metrisch. Es folgt (¢,,|Q|,) = J dzz|¢,(x)|* = 0. Fiir gebundene Eigenzustinde gilt
auch immer (¢,,| P|tp,) = 0 (Kap. .
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4.9. Der Harmonische Oszillator

Nun berechnen wir den Erwartungswert von Q? im Zustand |n).

i) = 5o (o +a*)2|n>

2mw
— % (n| (a2 + ()2 +d'a +a aT) In)
_ % (<n| a?n) + (n] (aN?|n) + (n]ala |n) + (n|a o |n>>

Die ersten drei Erwartungswerte lassen sich mit Gl. (4.72) und Gl. (4.73)
leicht berechnen

(n|a*n) ~ (n|n—2) =0
(n] (a")*n) ~ (nln +2) =0 (4.80)
(nlafa [n) = (n|N|n) = n(njn) =n.

Einen Ausdruck wie (n|a a'|n) kann man auf unterschiedliche Arten be-
rechnen:

(i) Mit Hilfe der Vertauschungsrelation
aat =N +1 = (nlad'|n)=®|(N+1)n) = n+1.

(ii) Durch Anwenden beider Operatoren nach rechts:

(nlaatn) = (n|a(Vn+1ln+1)) =(n|vn+1vn+1ln)=n+1

(iii) Durch Anwenden des linken Operators im Produkt aa' nach links
und des rechten nach rechts:
(nlaa’|n) = ((n|vn+1) (Vn+1|ln+1)) =n+1.

~

Zusammen mit (n|Q|n) = 0 erhalten wir die

Unschirfe ((AQ)?) = (Q?) — ((Q))? im Eigenzustand |n):

A h x2
2 _ - 20
n|(AQ)*|n) = 5 (2n+1) 5 (2n+1)
Speziell fiir den Grundzustand (n = 0) ist
A h x2
200 _ o
0I(AQ)70) = 5— 5 : (4.81)
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Analoge Uberlegungen fiir den Impuls liefern

mwh

P = — 5 (a—a")(a—a)
mwh , , 9
= —— (a®+ (a")? — a'a — ad)
APy = " (nfata (o) + (n]a afn))
mwh

p2
= T(2n+1) = 50(271—1—1).

Fiir den Grundzustand ist die Unschérfe im Impuls

5
oapyo) = " - B
Zusammenfassend:
(n@ln) =0
(n|Pln) = 0
(n(AO)2|n) = %3(271+1) (4.82)
(n|(AP)?|n) = %3(2n+1),

Fiir die Orts-Impuls-Unschirfe beim harmonischen Oszillator erhalten wir

(0l (AQAP) In) = oo (n+2) = Bnt1). (4.83)

Im Grundzustand des harmonischen Oszillators nimmt die Orts-Impuls-
Unschérfe somit ihren minimal moglichen Wert g an !
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4.9. Der Harmonische Oszillator

4.9.3 Grundzustand in der Ortsdarstellung

Wir haben bisher die Eigenzustidnde |n) von H nur abstrakt ausgedriickt.
Die Wellenfunktion, d.h. die Koeffizienten von |n) in der Ortsdarstellung,
sind

(zln) =1 n(x) . (4.84)

Dies ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude, das quantenmechanische Teil-
chen am Ort z anzutreffen, wenn es sich im Eigenzustand |n) befindet.

Die Grundzustandswellenfunktion v, (z) kann mit Hilfe von « |0) = 0 be-
rechnet werden. Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit (z|, d.h.
wir betrachten sie im Ortsraum:

0 = talalo)= /5 (W1Q10) + il P )
2 (s wnle) + = L)
= dwc‘;f) = —x% Wolx) .

Die Losung dieser Gleichung ist die

GRUNDZUSTANDSWELLENFUNKTION DES HARMONISCHEN
OSZILLATORS

l'2

o(x) = (7‘(‘1‘(2))_% e 24 (4.85)

Dies ist eine normierte Gaufssche Funktion mit o = x.

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Intervall (x,x + dz) anzutreffen,
ist quantenmechanisch

22

dP(z) = |o(z)]?dz ~ e *8 dz.

Vergleich: Beim klassischen harmonischen Oszillator ist die Wahrschein-
lichkeit proportional zur Verweildauer At des Teilchens im betrachteten

Intervall
Ax

jo(z)]

P(x' € (z,2 + Az)) ~ At =
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Bei einer klassischen Oszillatorbewegung mit Amplitude A gilt

xz(t) = A-cos(wt)
lv(x)] =] = |w-A|-]|sin(wt)] = |wA|\/1 — cos?(wt)
= wA1- (5

Nach der Normierung auf 1 erhalten wir

1 1

dP(z' dr)) = ——F—==d
(' € (x,x + dx)) AT x
Die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist vollstandig durch die ma-
ximale Auslenkung A festgelegt. Diese Grofie kommt in der quantenme-
chanischen Beschreibung nicht vor. Um beide Verteilungsfunktionen mit-
einander vergleichen zu konnen, wéahlen wir die Parameter so, dass die
Energien gleich sind, ndmlich
2
1

w2mA2 = hw(n+ 5) :
Es folgt A? = L (2n + 1) = 22 (2n + 1) . Dann sind auch die Varianzen
(AQ)? Klassisch und quantenmechanisch gleich ! Bei n = 0 ist daher A =

Zo-

!
'
]
]
]
]
]
]
'
]
]
]
]
’

Abbildung 4.17: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichte |1o(z)|* im Grund-
zustand des harmonischen Oszillators mit derjenigen eines klassischen Pendels.
Gestrichelte Linie: klassisches Ergebnis. Durchgezogene Linie: quantenmechani-
sches Ergebnis. Die Auslenkung x ist in Einheiten von x, angegeben.

In Abbildung sind die klassische und (fiir den Grundzustand n=0)
die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsdichte wiedergegeben. Sie un-

terscheiden sich drastisch.
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4.9. Der Harmonische Oszillator

494 Angeregte Zustinde in der Ortsdarstellung

Der n-te angeregte Zustand kann durch n-faches Anwenden des Erzeu-
gungsoperators aus dem Grundzustand erzeugt werden. Das wollen wir
ausnutzen, um die angeregten Zustdnde in der Ortsdarstellung zu bestim-
men

Yu(x) = (z[n) = 7<x\(a*)"!0>

1 mw.n . P\"

= (@) )
1 mw. a h d\"

= 7( 57 ) (x— mg) Yo(x)

d n

= %2 onn(f—x(%%) Yo(x)

1 z d

1 1 (/202
2

! Zo d(x_o) %\/LITU
x | d\" 2
it: z = — = — 272 — - — 2
(mit: 2 xo) n! 2\45\/3'70 KZ dz) ‘ QLI
zq

=2

Die in der letzten Klammer auftretenden Funktionen bezeichnet man als
Hermite-Polynome.

DIE ANGEREGTEN ZUSTANDE IN DER ORTSDARSTELLUNG

1 11 22
— 27— e 2 4.
Ynl@) vn! VT \/Zo [e hn(z)} =i (4.86)
h,(z) : Hermite-Polynom n-ten Grades

e h,(z) : reelles Polynom der Ordnung n in z
e h,(z) hat gerade oder ungerade Paritit: ,,(—2) = (—1)"h,(2)
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Beispiele:
d 22
Yi(x) ~ ( —5)6_7
d 22
Uale) ~ (5= e

2 2z 2 22 _ a2
2677 +(—=)e 2 =2z e 7 = —rxe 23
2 ~~ Zo
hi(z)
d 22 Z2 d Z2
— V2% T =222 T — —(ze” 2
(z dz) ze (z%e dz(ze )
z2
222 =1+ 2%e 7
22
222 —1)e T
—_——
ha(z)

Die Wellenfunktion ), (z) ist wie erwartet antisymmetrisch und v»(x) ist
wieder symmetrisch in z. Die Wellenfunktionen zu n = 0,1 und 2 sind in

Abb. (4.18) dargestellt.

25

1.5

0.5

Abbildung 4.18: Wellenfunktionen 1,,(x) der ersten drei Eigenzustinde (n =
0,1, 2) des harmonischen Oszillators. (Horizontal: Auslenkung in Einheiten von
xg. Vertikal: Wellenfunktion (willkiirliche Einheit), sowie Energie in Einheiten

von hw.)

143



4.9. Der Harmonische Oszillator

Die Eigenvektoren |n) des hermiteschen Operators H sind vollstindig,
und zueinander orthonormal. Daraus folgt eine entsprechende Orthogo-
nalitdt der Hermite-Polynome

(al) = [ @ n(@) dr = G
/oo e_zghn(z)hm(z)dz = Spmnl/m2".

Die Wahrscheinlichkeitsdichte |1, (z)|? (nicht die Wellenfunktion) einiger Zu-
stande ist in Abbildung (4.19) dargestellt und mit dem Ergebnis der klas-
sischen Mechanik verglichen.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Zustand |n) hat n Nullstellen. Der
Abstand der Nullstellen ist ungefdhr Ay ~ 2A4/(n + 1) = o /8/n fiir
n > 2. Qualitativ ndhert sich das quantenmechanische Ergebnis fiir n — oo
dem klassischen Ergebnis an. Es bleiben aber deutliche Unterschiede:

e 1 Nullstellen

e die Maxima sind doppelt so hoch wie die Amplitude im klassischen
Ergebnis.

Experimentell haben wir aber immer eine endliche Auflosung Ax. Die ex-
perimentelle Wahrscheinlichkeitsdichte ist daher

r+Ax/2
- ach;r//Q p(l’) dx
plx) = AL

Fiir makroskopische schwingende Teilchen ist z sehr klein (zo ~ 10~'%m
fiir m=1g und w=1/sec) und bei makroskopischer Amplitude entsprechend
die Quantenzahl n sehr grofs. Dann ist der Abstand der Nullstellen sehr
viel kleiner als die experimentelle Auflosung und die Kurven stimmen
auch quantitativ tiberein.
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-1 -0.5 0.5 1
0.8 !

} 0.6 i

4 0.4 !

\

-\\ ‘-2.- ---------- g

/ \X
-2 -1 1 2

-7.5-5-2.5 2.5 5 7.5

Abbildung 4.19: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichten |1, (x)|* des harmo-
nischen Oszillators (nicht der Wellenfunktion selber) mit dem klassischen Oszil-
lator (gestrichelte Linie). Durchgezogene Linien: quantenmechanisches Ergebnis
fiirn =0,n=1,n = 2undn = 20 (von oben nach unten). Die Auslenkung x
ist wieder in Einheiten von x, angegeben.
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4.9. Der Harmonische Oszillator

4.9.5 Dynamik des harmonischen Oszillators

Wir wollen hier die Zeitentwicklung der Wellenfunktion im Potential des
harmonischen Oszillators untersuchen. Zur Zeit t = 0 sei der Zustand
|®p). Zu einem spidteren Zeitpunkt ¢ > 0 ist er

(1)) = el o) (4.87)

da der Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators nicht explizit von
der Zeit abhdngt. Wir entwickeln den Anfangszustand |®() nach den Ei-
genzustdnden des harmonischen Oszillators

o) = Y cn |n) (4.88)
n=0
cn = (n|®g) = /(n|x (x| Py d /77/1;; )Po( . (4.89)

In 1 Dimension konnen alle Koeffizienten c,, reell gewdhlt werden, wie
auch die Eigenfunktionen 1, (z). Einsetzen in Gl. liefert fiir den Zu-
stand

o0

@) = D cue )

n=0
00
i vl
— E ¢, € ixthw(N+3) |7’L>
n=0

_ Z ¢, e~ wtnts) In) (4.90)
n=0

und fiir die Wellenfunktion, mit Abspaltung eines irrelevanten globalen
Phasenfaktors:

(I)(l’,t) = <23‘|(I>(t)> = chwn —iwt( n+
= 6—iwt/2 Z Cn¢n(x) e—iwtn . (491)
n=0

Die Wellenfunktion zur Zeit ¢ besteht somit aus einer Summe von Schwin-
gungen mit Frequenzen (n + 3 )w. Weil alle diese Frequenzen ganzzahlige
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Vielfache von w sind, ist die gesamte Wellenfunktion periodisch in der
Zeit, mit der Periode T' = 27 /w. Dies ist auch die Schwingungsdauer des
klassischen Oszillators.

Oz, t+T) = ¢ '™ e l/? Z Cnthy (1) e~ g2 (4.92)
—1 n=0 1

Der negative Vorfaktor hat keinen Einfluss auf Messgrofien.

~

Wir berechnen nun das zeitliche Verhalten von (@) im Zustand |®(¢)) =
SO ¢p e (7209 n) mit reellen Koeffizienten c,,. Aus dem Ehrenfestschen
Theorem wissen wir schon, dass (Q) die klassische Bewegungsgleichung
fiir den harmonischen Oszillator erfiillt. Wir erwarten deshalb bei passen-

den Anfangsbedingungen eine Schwingung mit Frequenz w.

(@) Ql2(t) = % (@(t)| o’ +al@(t))

V2
n=m-+1 % Z o+ 1 <Cm+lcm et 4 h.c.)

n,m

- Z vm+1 <cm+1 Cm 2cO0S wt) : (4.94)

V2

Hier steht “h.c.” fiir das hermitesch Konjugierte des vorherigen Terms und
wir haben ausgenutzt, dass (®|a’|®) der zu (®| a |®) hermitesch konjugier-
te Ausdruck ist.

Im Ergebnis sehen wir tatsdchlich, dass der Erwartungswert des Ortsope-
rators in der Regel mit cos wt schwingt, allerdings nur, falls es im Anfangs-

zustand |®,) Terme ¢, 11¢, # 0 gibt. Ansonsten ist (()) z.B. in einem Eigen-
zustand |n) des Hamiltonoperators zeitunabhangig Null.
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4.9. Der Harmonische Oszillator

4.9.6 Kohirente Zustande

Ein besonderer Fall sind kohirente Zustinde. Dort ist die Wellenfunktion
zu allen Zeiten gaufiférmig wie im Grundzustand des harmonischen
Oszillators, daher mit minimaler Unschirfe. Sie schwingt im Potential
des harmonischen Oszillators als Ganzes (!) mit der Frequenz w. Ein sol-
cher Zustand ist von allen Zustdnden des quantenmechanischen harmoni-
schen Oszillators einem klassischen Teilchen am dhnlichsten. Verallgemei-
nerungen von kohédrenten Zustdanden sind in der Vielteilchen-Quantenme-
chanik und Quantenoptik sehr wichtig.

Formal ist ein kohdrenter Zustand |\) des eindimensionalen harmonischen
Oszillators als rechtsseitiger Eigenzustand des (nicht-hermiteschen) Ver-
nichtungsoperators a definiert:

al\) = AN, (4.95)

wobei der Eigenwert \ eine beliebige komplexe Zahl ist. Real- und Imagi-
nérteil von \ entsprechen den Erwartungswerten von @ und P im koha-
renten Zustand (s.u.).

Die Zustidnde |)\) seien normiert. Im Folgenden sind einige wichtige FEi-
genschaften zusammengefasstﬂ

Man kann |)\) wie jeden Zustand des harmonischen Oszillators in der Basis
{In)} ausdriicken: |\) = >~ ¢,|n). Durch Einsetzen in (4.95) erhilt man
eine Rekursionsgleichung, mit der Losung

IA) = e /2 Z \/_ n) . (4.96)

Man beachte, dass es zum Erzeugungsoperator a' keinen rechtsseitigen Ei-
genzustand geben kann, weil nach Anwenden von a' auf einen beliebigen
Zustand )" ¢, |n) der Zustand |n,,,) im Ergebnis nicht mehr vor-
kommt. Es gilt aber wegen bei Anwendung nach links:

(Alat = (A" (4.97)

’In der Quantenelektrodynamik werden kohérente Zustinde vollig analog iiber den
Vernichtungsoperator fiir Photonen definiert (s.u.) Dann entsprechen Real- und Imagi-
nérteil von A der Starke des elektrischen bzw. des magnetischen Feldes.
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Aus Gl. (4.96) folgt, dass die
Wahrscheinlichkeiten | (n|A)|2 = =M L0 pojsson-formig

verteilt sind. In einem kohédrenten Zustand kommen somit alle Anregun-
gen |n) vor. Die Erwartungswerte sind

AINIAY = (Mafald) = |AP (4.98a)
AN ) = A (4.98D)

Die relative Unschiirfe % der beitragenden Anregungen nimmt daher wie

1 1

Entsprechend verhailt sich die Unschérfe der Energie:
(H) = hw ((N) + 1/2) = hw((\? +1/2), und (AH)? = (hw)? |\, daher

AH A
#) — PP+

Die Erwartungswerte von ) und P in einem koharenten Zustand lassen
sich leicht berechnen (zy = /- ——,po = Vmwh) :

AR = 2 (Al +a)l) = %QRe)\ (4.99)
AP = i (\(af —a)ly) = %mm (4.100)
Somit ist ) )
SR
Fiir die Unschérfen erhalt man
ABQP = 2 (@.101)
A(APY?|A) = %3 (4.102)
(AJAPAQ|N) = g (4.103)

Die Unschiarfen sind dieselben wie beim Grundzustand des harmonischen
Oszillators ! Insbesondere hat die die Orts-Impulsunschérfe ihren minimal
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moglichen Wert 2, unabhéngig von \. Dagegen kénnen die Erwartungs-
werte (Q) ~ Re A und (P) ~ Im \ beliebig gro werden. Die relativen
Unschirfen AQ/(Q) und AP/(P) werden daher bei makroskopischen Di-
mensionen sehr klein, Ort und Impuls verhalten sich nahezu klassisch. Die
Grof3e der Unschirfe legt nahe, dass die Wellenfunktion eines kohdrenten
Zustands ein Gaufdpaket ist. In der Tat ist die Wellenfunktion

(x|\) = (Wxg)_% exp {—M + %(ﬁ) x} (4.104)

222
ein um den Betrag (Q) ~ Re A\ wverschobenes Gaufisches Paket (mit einem
Impuls von (P) ~ Im ), d.h. der verschobene Grundzustand des harmo-
nischen Oszillators.

Dies kann man auch mit einer anderen Rechnung erkennen. Durch Einset-

zenvon (4.77), |n) = & (af)" |0) in (4.96) erhalten wir
Vnl!

o )\’I’L
_ 2 n
W= e Y Ay
n=0 ’
— o P2 Gaf 10)

_ e,\aT—A*a

0) (4.105)

Die letzte Zeile kann man mit Hilfe der Vertauschungsrelationen von a
und o' zeigen. Der dort auf |0) wirkende Operator e**'~*"* ist unitir. Wenn
Areell ist, d.h. (P) = 0, dann wird der Exponent zu A(a! — a) ~ P und wir
erhalten

_ivap

(52 0) = i@ ) (4.106)

mit einem Translationsoperator der Gestalt e~ #1? der, wie wir in einem spa-
teren Kapitel noch genauer sehen werden, einen Zustand um die Strecke
x raumlich verschiebt.

Die Zeitentwicklung eines kohdrenten Zustands |A(t=0)) = |\) kann man
direkt aus der Darstellung berechnen:

@) = e FIEIN0)) = oD = =
= e "2t [Ne ™) (4.107)

150



Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

. <E> =6.213

Abbildung 4.20: Kohérenter Zustand des harmonischen Oszillators. Mo-
mentaufnahme aus der Zeitentwicklung. Weifle Parabel: Potential V(x). Diinne
griine Linien: Eigenenergien und Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators.
Gelbe Linie: Energie-Erwartungswert des kohirenten Zustands. Gelbes Histo-
gramm: Beitrige der einzelnen Eigenmoden des harmonischen Oszillators. WeifSe
Gaufskurve: Wellenfunktion des kohirenten Zustands, kurz vor der maximalen
Auslenkung. Blauer Punkt: Erwartungswert des Ortsoperators und momenta-
ne potentielle Energie. Die Gaufskurve der Wellenfunktion und der blaue Punkt
schwingen wie bei einem klassischen Pendel. (Screenshot aus der Appletsammlung
zum Buch ,Quantum Mechanics"von ].L. Basdevant und |. Dalibard, Springer 2005,
http:/fwww.quantum-physics.polytechnique.fr/en/index.html.)

Der Zustand bleibt kohdrent. Es d@ndert sich mit der Zeit nur die Phase
von A und der Zustand schwingt somit als Ganzes, wie ein klassisches Teil-
chen. Wenn \(t =0) reell ist, dann ist der Anfangszustand ein verschobe-
nes Gaufipaket (ohne Impuls), analog zu einem klassischen ausgelenkten
Pendel und wir erhalten

Q) = ZL2ReA(t) = % 2 cos(wt) A(0) (4.108)
(P(t) = i 2ImA(t) = 1% 2 sin(wt) M0) . (4.109)

mit einer konstanten Breite (4.99) von AQ = 7 (siehe Abbildung4.20).
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Kohérente Zustdande zu verschiedenen Eigenwerten A sind nicht orthogo-
nal:

[(uA))? = e =27 (4.110)

Sie sind aber vollstindig, im Sinne von

1
—/dReAdIm)\ N = 1. (4.111)

™

Deswegen kann man kohérente Zustande als eine (iibervollstandige) Ba-
sis verwenden und beliebige andere Zustdande des harmonischen Oszil-
lators darin ausdriicken. Besonders wichtig wird dies in der Vielteilchen-
Quantenmechanik (z.B. Quantenelektrodynamik) und der zugehorigen Pfad-
integralformulierung.

Ausblick: In der Quantenoptik (Quantenelektrodynamik) muss wegen der
Translationsinvarianz der Naturgesetze jede Fouriermode, d.h. jede Wel-

lenzahl k, einzeln behandelt werden. Man fiihrt Erzeugungsperatoren ai

ein, die jeweils ein Photon mit Wellenzahl k und Polarisationsrichtung ¢
erzeugen, und Basiszustdnde [n; ) geméf der Anzahl solcher Photonen.
Aus dem elektrischen und magnetischen Feld werden Operatoren mit ei-
ner Struktur wie aa .+ az,und aE . — aj & analog zu Orts- und Impuls-
operator beim harmomschen Oszﬂlator (') Das , kohdrente Licht” eines
Lasers mit Impuls hk und Polarisation é ¢ entspricht in dieser Darstellung
tatsdchlich einem quantenmechanischen kohdrenten Zustand. In diesem
schwingen die Erwartungswerte des elektrischen bzw. magnetischen Fel-
des in Zeit und Raum cosinus- und sinus-formig. Die Gesamt-Unschérfe
ist analog zu minimal und unabhéingig von der Feldstérke. Die re-
lative Unscharfe wird mit groflerer Starke der Felder immer kleiner. Auf
diese Weise geht bei makroskopisch starken Feldern, d.h. grofier mittle-
rer Photonenzahl (n;; ) , aus der quantenmechanischen Beschreibung eine
klassische Beschreibung mit festen Feldstdrken hervor. Bei den sogenann-
ten ,,squeezed states” von Licht ist die Unschérfe des elektrischen Feldes
kleiner und dafiir die des magnetischen Feldes grofler, oder umgekehrt,
bei gleichbleibender Gesamtunschirfe.
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Kapitel 5
Naherungsverfahren

Eine zentrale Aufgabe beim Losen quantenmechanischer Probleme ist die
Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren hermitescher Operato-
ren, vor allem des Hamiltonoperators

Es ist allerdings nur in den wenigsten Fallen moglich, das Eigenwertpro-
blem analytisch exakt zu 16sen. Dartiber hinaus verwendet man analyti-
sche und numerische Naherungsverfahren. Wir besprechen hier zunachst
den Variationsansatz und die WKB-Naherung, und anschliefSend wichtige
storungstheoretische Methoden. Auf dem Weg dorthin werden wir auch,
zusatzlich zu dem bereits behandelten Schrodinger- und dem Heisenberg-
Bild, das Wechselwirkungs-Bild (Dirac-Bild) kennenlernen.

5.1 Variationsansatz

Der Variationsansatz ist fast immer anwendbar. Er kann besonders hilf-
reich sein, um die Grundzustandsenergie eines Systems abzuschitzen, wenn
die exakte Losung nicht bekannt ist und wenn auch kein kleiner Stor-
term vorliegt. Die Idee des Variationsansatzes besteht darin, eine physi-
kalisch motivierte , Testwellenfunktion” mit freien Parametern zu formu-
lieren. Die Parameter werden so bestimmt, dass die Testwellenfunktion
die Eigenwertgleichung ,so gut wie moglich erfiillt”. Dies ist wegen des
folgenden Satzes besonders hilfreich:

153



5.1. Variationsansatz

SCHRANKEN FUR DIE ENERGIE EINES BELIEBIGEN NORMIERBAREN
ZUSTANDSVEKTORS |1))

(VIH )

E WY
T

Erax . (5.2)

(Wir haben hier auch den Fall zugelassen, dass der (von Variationspara-
metern abhingige) Zustand [¢) zundchst nicht normiert ist und haben
deswegen durch (y|¢) dividiert.)

Der Erwartungswert der Energie in einem normierbaren Zustand liegt so-
mit immer im Eigenwertspektrum von H und ist insbesondere immer gro-
fSer (oder gleich) als die wahre Grundzustandsenergie Ey. Der Erwartungs-
wert des Hamiltonoperators in einer Testwellenfunktion liefert daher im-
mer eine obere Schranke fiir die exakte Grundzustandsenergie !

Zum Beweis gehen wir von einem beliebigen normierbaren Zustandsvek-
tor |¢) aus und entwickeln ihn nach den Eigenzustdnden |n) von H

= In) (nfv) .

Der Energie-Erwartungswert im Zustand |1)) ist

End, ./

n,n

. —T
= W) SOl G W) S, Wl B
W)~ S Ol (Y ) 5, [l
——

Oyt

n,n

S [WIn)? (B, — Eo + Ep)

> @)
>0 >0 )
_ L@ )P (B — Eo) L 2 )] ;EO > F
S |<¢|n)| RGN

e Fo
Daraus folgt das gesuchte Ergebnis E > FEy. Die Gleichheit E = Ey liegt
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

dann und nur dann vor, wenn |¢)) = |0), d.h. wenn |¢)) der Grundzustands-
vektor ist. Mit analogen Uberlegungen zeigt man, dass £ < Eppay.

Zusatzlich hilft, dass ein schlechter Testvektor immer noch eine relativ gu-
te Energie liefern kann, denn eine Naherung mit Fehler O(e) fiir den Test-
vektor ergibt eine Ndherung mit Fehler O(¢?) fiir die Grundzustandsener-

gie:

1) = [0) + O(e) = E=FEy+0(&

Beweis:

Wir driicken den Testzustand |¢)) durch den Grundzustand |0) und den
Korrekturvektor |A) aus, der von der Ordnung O(¢) sein soll: 1)) = |0) +
JAVE

= (oo« )

(t01+ (A1) (10) +14))
(O110) + (OLFT|A) + (AL10) + (A|T]A)
(010) + (OA) + (A[0) + (Al4)
Ey(0[0) + Eo(0]A) + Eg(AJ0) + (A|H|A)
(010} + (0]2) + (AJ0) + (A]A)
Eo((010) + (01A) + (A]0) + (AJA) — (AJA)) + (A[H]A)

(0[0) + (0]A) + (A[0) + (A]A)
O(e)

A\

~

(A (f - Eo) |8)
wIY)

——
o(1)

= Ey+

Fiir das Variationsverfahren wiahlt man eine geeignete Schar von Vekto-
ren [())) als Testvektoren. Diese Wahl ist der Intuition bzw. Erfahrung
uberlassen. Die Vektoren [¢)())) sollten sinnvoll, aber auch mathematisch
einfach sein, d.h. die Erwartungswerte sollten berechenbar sein. Der be-
ste Zustandsvektor innerhalb der gewidhlten Schar ist dann jener, der den
Energie-Erwartungswert minimiert:
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5.1. Variationsansatz

VARIATIONSVERFAHREN

WA

Minimiere FE(\) = W) (5.3)
Also

0 E(A) =0 A E? = BE(X

a_/\ ( )— = opt = - ( 0pt)

Wenn die Zustdnde [¢/()\)) normiert gewdhlt sind, ist der Nenner in GI.

gleich Eins.
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

5.2 WKB-Niherung

Die WKB-Naherung ist eine sogenannte semiklassische Naherung, benannt
nach ihren Erfindern Wentzel, Kramers und Brillouin (1926). Sie ist an-
wendbar, wenn ein Potential vorliegt, das im Ort nur langsam variiert.

Die stationdre Schrodingergleichung in 1 Dimension lautet

&) = (B V@) b).

2m da?

Wenn V konstant ist, V(z) = V;, wird sie von Ae*?* gelost, und die allge-
meine Losung lautet dann

) . 2
Y(x) = Aei™ + Be i mit L = F .
2m

Diese Losung hat (bei £ > ;) die Wellenlange \ = 3¢ = h2T.
Der WKB-Ansatz benutzt eine analoge exponentielle Form:

W(z) = AenS® (5.4)

Wenn man eine beliebige komplexe Funktion S(x) zuldsst, ist dieser An-
satz noch allgemeingiiltig. Durch Einsetzen in die stationdre Schrodinger-
gleichung erhalten wir

S'(z) = 2m(E—V(x)) + ihS"(z) (5.5)
Wir entwickeln nun S(z) nach Potenzen von % (Motivation s.u.)
S(z) = So(x) + hSy(x) + h2Sy(x) + ... (5.6)
Einsetzen in und Ordnen nach Potenzen von 7 ergibt

B [(Sh()* = 2m (B = V(@))| + B [iS}(x) +254(2)Si(=)] (5.7)
+O(R?) = 0.

Weil 7 ein freier Parameter der Schrodingergleichung ist, miissen die Ord-

nungen von / einzeln verschwinden. Die WKB-Néherung verwendet die

Schrodingergleichung bis zur ersten Ordnung von h. Die nullte Ordnung
lautet

(Sh(@)* = 2m (E -V (x)) . (5.8)
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5.2. WKB-Naherung

mit der Losung

So(x) = + / V2m(E -V (a!))da' . (5.9)
In der ersten Ordnung bekommen wir

oy 0@ Se@) o d
2iS](z) = Si@) 8@ %ln|80(x)‘a

(5.10)
somit

2iS1(x) = In|Si(z)| + konst = In|\/2m(E — V(x'))| + konst . (5.11)
Mit der Abkiirzung p(z) = /2m(E — V(z) erhalten wir die

WKB-NAHERUNG FUR DIE WELLENFUNKTION BEI EINEM LANGSAM
VARIIERENDEN POTENTIAL

() = T;O(Zﬁ exp (i% / ") dx’) (5.12)

mit p(x) = \/2m(E — V(x)) .

Der Exponent kommt von Sy(z) und der Nenner von S;(z). Die untere
Grenze des Integrals ist unwichtig; ihr Effekt verschwindet im Vorfaktor.
Wenn V' (x) konstant ist, wird aus dem Integral das Produkt pz und wir
erhalten wieder Losungen e*#7”,

Eine Motivation fiir das Vernachldssigen hoherer Ordnungen von # ist,
dass die quantenmechanische Wellenldnge A = h%’r bei i — 0 gegen Null
geht, und somit das Potential V' (z) in Einheiten von A\ immer konstanter
wird, d.h. die Ndaherung wird besser. Die Ndherung ist ,semiklassisch”,
z.B. in dem Sinn, dass bei i — 0 die Abstdnde diskreter quantenmecha-
nischer Energien bei gebundenen Zustdnden gegen Null gehen, d.h. die
erlaubten Energien werden dann kontinuierlich wie im klassischen Fall.

Konkreter kann man zeigen, dass die WKB-N&dherung dann gut ist, wenn
die Anderung der potentiellen Energie iiber den Bereich einer Wellenlan-
ge \ klein gegentiber der kinetischen Energie ist. Die Ndherung wird aber
zumindest an den Stellen = ungiiltig, an denen [p(z)| = |E — V(z)| = 0.
Dies sind (Schrodingergleichung) die Wendepunkte ¢ (z) = 0 der Wellen-
funktion.

158



Kapitel 5. Naherungsverfahren

Transmission durch eine Barriere.

Der Hauptnutzen der WKB-Nidherung liegt in einem schnellen qualitati-
ven Verstdndnis des Verhaltens der Wellenfunktion. Ein Beispiel ist das
Tunneln durch eine ortsabhédngige Tunnelbarriere. Wir betrachten ein Po-
tential, dass von z; bis x, grofier ist als die Energie £ sein soll, berticksich-
tigen ndherungsweise nur den nach rechts laufenden bzw. exponentiell ab-
fallenden Teil der Wellenfunktion, und vernachlédssigen den Vorfaktor der
Wellenfunktion. Wir ignorieren auch, dass die WKB-N&herung zumindest
an den Stellen x; und z, nicht giiltig ist. Der Transmissionskoeffizient ist
dann in dieser groben Naherung

le(xz)PNeX 2" B Vs
T ~ DR p< h/ dz \/2m (E — V( ))). (5.13)

z1
Bei konstantem Potential stimmt dies bis auf einen Vorfaktor mit dem frii-
her berechneten exponentiellen Verhalten des Transmissionskoeffizienten
tiberein.
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5.3. Zeitunabhangige Stérungstheorie

5.3 Zeitunabhingige Storungstheorie

Ein approximatives Verfahren zur Losung des Eigenwertproblems bietet
die Storungstheorie. Um sie anwenden zu kénnen, muss folgendes gelten:

1. Der Hamiltonoperator muss sich aufspalten lassen: H = H, + H(N),
wobei die ‘Storung’ H meist von einem Parameter A abhéngt.

2. Die Eigenwertgleichung von H, muss gelost sein.

Hy|o") = ED o0y . (5.14)

3. Die Storung muss , klein” sein: ,,ﬁ < Ho” (s.u.)

Bei vielen praktischen Problemen ldsst sich H in der Tat so zerlegen. Der
einfachste Fall ist der, dass die Storung zu A proportional ist:

H = Hy + \H, . (5.15)

Diesen Fall werden wir im Folgenden betrachten. Wir werden die Eigen-
wertgleichung nach Potenzen von A sortieren. Dieses Ndherungsverfahren
nennt man Schrodingersche Storungsrechnung.

5.3.1 Nicht entartete Storungstheorie

Wir behandeln zunéichst den Fall, dass EY nicht entartet ist. Weiter neh-
men wir an, dass die Eigenwerte und Eigenvektoren von A nach A ent-
wickelt werden konnen

@) = 7)) + Ay o+ N[eP) o+ -
B, = E®Q + MEY + XN E® + - (5.16)

Man beachte: der untere Index n nummeriert hier die Eigenwerte und Eigenvek-
toren. Der obere Index (0), (1), (2), ... gibt die Potenz von X an, steht also fiir die
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

Ordnung der Entwicklung. Die Indizes in iiblichen Notation # = H, + \H,
passen nicht zu dieser Notation.

Es gibt auch Fille, die zu einem nichtanalytischen Verhalten fiihren, das
sich nicht nach A um A = 0 entwickeln lisst, wie z.B. die Funktion e~ %.
Letztere taucht in der Quantenchromodynamik (QCD, Theorie der ,star-
ken Wechselwirkung” zwischen Quarks) auf.

Die Eigenvektoren |®(?)) des ungestdrten Problems sollen normiert sein.
Einsetzen der Reihenentwicklung Gl. (5.16) in die Eigenwertgleichung
H |,) = E, |1, liefert
(Fo+ AT ) (18) + A@(V) + AHDZ) + ) =
= (EQ + AED + N EP + ) (]2 + A2y + A% |o@)) + .. .)

Wir sortieren dies nach Potenzen von A:
Hol @) + A(Ha|2) + Hol@) ) + 32 (Fi[@D) + Hol#?) ) + ... =
EV10) + A(ED (@) + EV[e)))
+ A2 (E,(f) 6O + ED o)y 1 E;0>|c1>§3>>) ... (517)

Da die Taylorentwicklung fiir beliebige A gelten soll, miissen die einzelnen
Ordnungen individuell {ibereinstimmen (!):

o) : Holo() = E{ o) (5.18a)

O : H|0Y) + Holol) = EPN|0) + E|0)) (5.18b)

O :  H[eY) + Holol) = EP|00) + EV (@) + ED o)
(5.18¢)

Energiekorrektur erster Ordnung

Die Gleichung 0-ter Ordnung (5.18a)) entspricht dem Eigenwertproblem
des ungestdrten Hamiltonoperators. Um die Energiekorrektur erster Ord-
nung zu erhalten, multiplizieren wir Gl (5.18b) von links mit @%0)'

n

(@D o) + (@ Hy [@f)) = EP(@Pe) + EP (2 |@f)
——

B (@)
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5.3. Zeitunabhangige Stérungstheorie

Die Energiekorrektur erster Ordnung ist somit einfach der Erwartungs-
wert des Storoperators im Eigenzustand ]<I>,(10)> des ungestorten Systems:
E, = E + /\E , mit

ENERGIEKORREKTUR ERSTER ORDNUNG

EL = (0 H| ) . (5.19)

Das bedeutet auch, dass die Gesamtenergie bis zur ersten Ordnung durch
den Erwartungswert des Gesamt-Hamiltonoperators im Eigenzustand |<I>,(10))
des ungestorten Systems gegeben ist !

E, = (@ [H|2)) + O(\)

Vektorkorrektur erster Ordnung

Als nédchstes soll die Korrektur tiir den Eigenvektor gefunden werden. Da-
zu multiplizieren wir GI. ( von links mit (& (0)| furm #n

<<1>£2>|ﬁ1|<1>;0>>+<q>£2>|ﬁo|<1>s>> = ED@D[0Y) + B @0 |90)
N—— ——
EQ @) =
@ |m|e0) = (B - B ) @)

(| H|®Y)

= (2)|,))
EY — ER

(5.20)

Aufgrund der Annahme, dass EY nicht entartet ist, Verschwindet der
Nenner nicht. Er konnte aber sehr klein sein (s.u.). Gl. (5.20) spezifiziert,
bis auf m = n, alle Koeffizienten der Entwicklung des Vektors |<I>(1)> nach

dem Basissystem { ]<I>£,3> }

o) = Z [5)) (@2 LD)

!<I>(0)> o el) + Y [9) ()| @f)

m#n
(0)
1Oy () W [ Hy| )
= [eDy@P ey + Y |ol) W (5.21)
m#n
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

Der Entwicklungskoeffizient (<I>£LO)|(I>§LI)> ist durch GL. (5.18b) nicht festge-
legt. Wir zeigen nun, dass er zu Null gewdhlt werden kann. Um dies zu
sehen, muss die Normierung des Vektors |®,,) in der betrachteten Ord-
nung in A berticksichtigt werden
(@) + A|2L”) + O(V)
1/2
(@214 M@+ 00%) (1217) + Nei) + 00|
[@1) +A@5) + O(N?)

(@D100) A ((0[00) + (@[0)) +O(N2)]

n
v ~~
=1 =K

- [1 - %M + (9()3)] (|<1>£L°>> Pl + (’)(V))
= [0) 4 A[BD) + O(N2)

|(I)n> =

1/2

Von der zweiten zur dritten Zeile haben wir die Taylorentwicklung

1 1 1
= =1— 2 + 0%
Vitr 1432+ 0(2?) 2

benutzt. Durch die Normierung darf sich das Ergebnis fiir |®,,) in der be-
trachteten Ordnung A nicht &ndern. Somit muss gelten

k= 2Re(@@[dM) = 0 + O(N).

Dies erreicht man am Einfachsten durch die Wahl (CI)&LO) |<I>§LI)> = 0. Der Kor-
rekturvektor |®4") ist dann orthogonal zu 10"}, Wir erhalten damit die

KORREKTUR ERSTER ORDNUNG DES EIGENVEKTORS

) A (0)
Dy o)y (P’ |H:|Pn”)
@) = 219~ (5.22)
m#n n m
@Ped) = 0 . (5.23)

Wir konnen nun auch quantifizieren, was ,,ﬁ 1 K 13[0 ” bedeutet. Damit Gl.
(5.22) eine gute Naherung ist, muss gelten

(ON | H|0Y)

W <1 VYm#n (5.24)
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5.3. Zeitunabhangige Stérungstheorie

Wenn die Storung klein ist, gentigt es hdufig, den ersten nicht-verschwindenden
Beitrag zu berechnen. Falls die Reihe nicht schnell genug konvergiert, kann

es aber notig werden, bestimmte Beitrdge zur Storungstheorie bis zu un-
endlicher Ordnung aufzusummieren. Hierfiir gibt es so genannte diagram-
matische Methoden.

In der Praxis geht man nur selten iiber die Korrektur erster Ordnung fiir
die Vektoren hinaus. Allerdings ist es oft notwendig, Energiekorrektu-
ren zweiter Ordnung zu berechnen, insbesondere wenn der Beitrag erster
Ordnung verschwindet, z.B. aus Symmetriegriinden (s.u.).

Energiekorrektur zweiter Ordnung

Wir multiplizieren Gl 1} von links mit (®{”| und erhalten

ED @0l 0
. 7 f—/\ﬁ
(@O0 + <¢>$?)|%o|<1>§>> = EP+ED (a00) +E7S°)<<I>§?%I>§)>
EP = (o0|H ]

Einsetzen der Gl. (5.22) liefert somit

O 77 180
@ _ 177 1 n (P [H1|[Pr”)
E - Z <CI)n |H1|(I)m > E7(10) B E7(r?)

n
m#n

ENERGIEKORREKTUR ZWEITER ORDNUNG

~ 2
v (@1 |el)

(2) —
BT TR g

n

(5.25)

m=1
m#n

Die Korrektur 2. Ordnung zum Grundzustand (n=0) ist immer negativ, da
EQV—EQ <0 ¥ m#0
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5.3.2 Beispiel: Spin-1/2 Teilchen im externen Magnetfeld

Wir wollen nun ein einfaches Beispiel exakt 16sen und anschliefSfend mit
dem Ergebnis der Storungstheorie vergleichen.

Wir betrachten ein Spin- Teilchen in einem externen Magnetfeld B = B.é,
in z-Richtung, B. > 0. Der Hamiltonoperator dieses Systems lautet

HO = —uB, S Die Eigenvektoren dazu sind die Eigenvektoren von SZ,
d.h. |£2), mit den Eigenwerten FuB. 2

Als Storung schalten wir nun ein B-Feld in x-Richtung hinzu. Der Hamil-
tonoperator lautet dann

A

H = —uB,S, — uB,S, =: H, + \H, (5.26)
mit
M=% und H :=-pB.S, . (5.27)

Wir werden das Problem sowohl exakt als auch mittels Storungstheorie
16sen. Bei der exakten Losung gibt es keine Einschrankung an 5,. Bei der
Storungstheorie brauchen wir einen kleinen dimensionslosen Parameter
und haben dazu das Verhiltnis B, /B, verwendet. In H; taucht deswegen
B, auf. Fiir die Storungstheorie muss dann || = |B,/B.| < 1 gelten.

Exakte Losung

Wir konnen das Problem durch Diagonalisierung der Hamilton-Matrix ex-
akt Iosen. In der S.-Basis lautet sie (mit S, — 2 (§ %) und S, — 2(0%))

‘ +2z)  |—2) (5.28)
|+2) —u§ B, M% B,
|=2) | —p3 B.  p5B.

Die Eigenwertgleichung H|¢,) = E,|¢,) ist in Matrixform

pwh (B, B, (A (e}
_7(390 _BZ)(@DZ) _En(@DZ) . (5.29)
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5.3. Zeitunabhangige Stérungstheorie

Eine nicht triviale Losung existiert nur, wenn

h .
_/“L_(BZ B >_]1En

h !
o2 2 p2 2y L
5 B. _B. = E. — (u=)(B; + B2) 0

" 2

Daraus folgt
h
Ey = :I:,u§ B, mit B:=./B2+ B? ) (5.30)

Dieses Ergebnis hétten wir auch einfacher erhalten konnen, ndmlich durch
Wahl der z-Achse in Richtung des Gesamt-Magnetfeldes der Starke B,
woraus sich sofort (5.30) ergibt.

Als néchstes bestimmen wir die Eigenvektoren exakt. Einsetzen der Ei-
genwerte £ 72_1 in die Eigenwertgleichung 1) liefert

Bz B:E q wl o
(( B, _Bz)iﬂB) (¢2) =Y
Aufgrund der verschwindenden Determinante geniigt es, die erste Glei-

chung zu erfiillen, (B, £ B) ¢; + B, 1»» = 0. Bis auf die Normierung lautet
der Eigenvektor somit

(il) h (—(BiB))

Fiir den spéteren Vergleich mit der Storungstheorie nehmen wir nun an,
dass A klein ist und entwickeln die exakte Losung nach A = B,/ B,.

h h —— h 1
(5.31)

Die Energie in nullter Ordnung in A ist somit +B,gh/2. Die Energiekor-
rektur erster Ordnung verschwindet hier, und die Korrektur zweiter Ord-
nung lautet +(B,gh/4)\*. Fiir den Eigenvektor zu E, lautet die Reihen-

entwicklung
(0 0 1
(0), ~ (V) -2(s)ro e
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und fiir den Eigenvektor zu E_

(Z;)_ (é)+3(2)+0(k2)- (5.33)

Der Zustandsvektor erhilt hier somit schon in der ersten Ordnung eine
Korrektur, die Energie aber erst in der zweiten Ordnung.

Storungstheoretische Losung

Bei der exakten Losung war die Grofse von B, beliebig. Wir verlangen nun
!
A = | g—:| < 1. Wir identifizieren gemaf3 Gl. (5.27]

A

Hy=—pB.S. und H, = —uB.S, .

Die Eigenlosung von H ist

h
80) = &2 B = wuln

Der Index n, welcher die Eigenzustinde nummeriert, nimmt hier nur die
Werte 1 und 2 an. Die Matrixelemente von H 1 sind in der z-Basis pro-
portional zu o, = ({,). Daher gilt EY = (015,18”) = 0 und somit
verschwindet die Energiekorrektur erster Ordnung. Hier haben wir es al-
so mit einem Fall zu tun, in dem es notwendig ist, die Korrektur zweiter
Ordnung zu bestimmen. Fiir die Nichtdiagonalelemente (d.h. n # m) von
H, gilt (@0 | H, |00 = —p2 B, und

2
©)) 77 10 2
E@ _— Z‘@m ‘Hl‘q)”‘ _ (u5B:)
" = BV -EBY 26
@ _ o, hpl
E1/2 - :FMQBZ2

Die Korrektur erster Ordnung fiir den Eigenzustand lautet:

O 77 150
=3 el m: Z| ) _%Z|¢g>>

(0)
m#n Em m;én m#n
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5.3. Zeitunabhangige Stérungstheorie

Welil es in diesem Beispiel nur 2 Zustdnde gibt (n = 1,2), enthalten die
Summen jeweils nur einen Summanden. In Tabelle sind die Ergebnis-
se fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren zusammengefasst. Sie stimmen
in der betrachteten Ordnung mit den exakten Ergebnissen in den Gl.

und [5.33)) tiberein.

nl@ely  EY B XED Ael) (5.34)

U| [re) - BRI 00) 4

20 =2 M= M= (145N) —3l+)

Tabelle 5.1: Beitriige zur Storungstheorie.

5.3.3 Storungstheorie fiir (fast) entartete Zustinde

Wir wenden uns nun dem Fall zu, dass es fiir einen betrachteten Zustand
\@52))) mindestens einen weiteren Zustand |<I>£2)> gibt, fiir den in Gegensatz

zu Gl. (5.24) gilt
(@) | | 23)

&£ 1
Efy — B

In diesem Fall bricht der bisher betrachtete Formalismus zusammen. Den
Extremfall stellen entartete Eigenzustdnde von H, dar, d.h. E,(@%) By 5 C—
fiir bestimmte m # n.

@ f .—.r“()—.—.—$0—.—>E

El) B Efy
Abbildung 5.1: Eigenwertspektrum
Wir betrachten das Eigenwertspektrum von H, (Abb. Die Eigenzu-

stande von H, o benutzen wir weiterhin als Basis. Wir wihlen einen Referenz-
Zustand ny und dessen Nachbarschaft n, < ng < n; so, dass aufserhalb
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dieses Bereichs kein Entartungsproblem auftaucht:

(@ [, |1)
AP e )y g N
EY) — EY
mit der Indexmenge N := {ng,n, + 1, ,ng, -+ ,np}.

Wir definieren einen Projektions-Operator

Y1) (@

ieN
der ,auf N” projiziert, d.h. in den Raum derjenigen Eigenzustinde von
H,, die mit n, (fast) entartet sind. Das Komplement von Pist

Q= 1-F = > |of)@"

igN

(Die Projektionsoperatoren P und @ werden nur in der folgenden Rech-
nung verwendet und haben nichts mit dem Orts- oder dem Impulsopera-
tor zu tun.) Wir teilen nun H wie folgt auf

H = Hy+ (P+Q)\H, (P+Q)
— —
=1 =1

:ﬁo :/\FI1

— ﬁo +)\?I1

Wir betrachten den Operator H. Er hat auferhalb von A" wegen der Pro-
jektion P dieselben Matrixelemente wie H,. Die Matrixelemente zwischen
Zustidnden innerhalb und auferhalb von N sind wegen der Projektion P

Null. Dagegen hat H o innerhalb von N die Matrixelemente

Ay = (ﬁo) = (@O[H|0) = 6, ED + (BONH[0D) | mneN.

Die Matrixdarstellung von " o hat somit folgende Blockgestalt:

N N (5.35)
A 0

0 A

zl =z
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5.3. Zeitunabhangige Stérungstheorie

A ist eine Diagonalmatrix A, = .,/ ETSO), weil hier nur H, auftaucht und
wir in der Basis der Eigenzustdnde von H arbeiten.

Man kann H o in Diagonalform bringen, indem man die Matrix A diago-
nalisiert. Dies stellt in der Regel kein Problem dar, da der Raum der (fast)
entarteten Zustiande meist , klein” ist (Dimension < 1000).

Es sei nun Hy auf diese Weise diagonalisiert (also exakt gelist) worden, mit exak-

ten Eigenwerten EY” und exakten Eigenvektoren )&)%0) > Man beachte, dass

die Vektoren ’CIDS))> auBerhalb von N weiterhin Eigenvektoren von H

sind. Die Eigenvektoren innerhalb von N ergeben sich als Linearkombi-
nationen der bisherigen Eigenvektoren innerhalb von N :

50) = 3 e [al)

Wir haben nun fiir die Stérungsrechnung einen neuen Ausgangspunkt
H = Hy + \H, (5.36)

mit f]o = ﬁg + ]5)\}}1]5 und f[l = PﬁlQ + Qﬁlp + Qﬁlé} Wir waren
urspriinglich am Zustand n interessiert. Wir konnen aber auch gleich die
Korrekturen fiir alle anderen Zustinde in A untersuchen. Fiir diese Zu-
stinde berechnen wir jetzt die Korrekturen zu Energie und Zustandsvek-

tor aufgrund von H;.

Die Energiekorrektur erster Ordnung ist
EY = (@0 |H)|3)

Fiir n € N ist |#?) eine Linearkombination der Zustinde aus dem von P
aufgespannten Raum. Daher gilt Q|®°) = 0. Weil nun () in jedem Term

von H; vorkommt, ist

ENERGIEKORREKTUR ERSTER ORDNUNG (RELATIV ZU E,(LO)),
INNERHALB VON N/

EW =0; neN (5.37)
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denn die linearen Einfliisse von H; wurden bereits bei der Diagonalisie-

rung von H, beriicksichtigt.

Wir berechnen nun die Korrektur der Zustandsvektoren. Fiir n € A gilt

B0y ZM)O) |H1|q> )

- — B
PloY)y = &0 P -
O30y — 0 = Hi|0)) = QH[®)

Somit sieht die Korrektur beim (fast-)entarteten Spektrum von H, formal
dhnlich aus wie beim nicht entarteten Spektrum.

KORREKTUR ERSTER ORDNUNG ZUM ZUSTANDSVEKTOR BEI
ENTARTUNG
o0
= > 1)) % neN . (5.38)
mgN - =m

Wie wir gerade gezeigt haben, sind die in dieser Beziehung auftauchenden

Matrixelemente von H; dieselben wie von H;.

Mit analogen Uberlegungen erhalten wir auch die
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5.3. Zeitunabhangige Stérungstheorie

ENERGIEKORREKTUR ZWEITER ORDNUNG BEI ENTARTUNG

~ o~ 2
(@)
EP) = > e

b - OIS0 : neN : (5.39)

In Gl. (5.38) und (5.39) tragen nur noch Zustiande m ¢ N bei, so dass — wie
es das Ziel unserer Uberlegungen war — der Nenner jetzt nicht mehr zu
klein wird. Die Grundlagen fiir die Anwendbarkeit der Stérungstheorie,

(@8

)
ndmlich A |*=5—-7; ) ) < 1, sind dadurch sichergestellt.

Wenn auflerhalb von N keine weitere Entartung auftritt, kann man die
Energien und Eigenvektoren zu n ¢ N\ mit den Formeln der nicht-entarteten

Storungstheorie berechnen, wahlweise relativ zu H, oder relativ zu H 0-
Ansonsten muss man die obigen Uberlegungen mit dem Ort n der neuen
Entartung als neuem Bezugspunkt n, wiederholen.
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5.4 Zeitabhingige (Diracsche) Storungstheorie

Héufig interessiert man sich fiir zeitabhdngige Hamilton-Operatoren. Zum
Beispiel ist man daran interessiert, was mit einem Atom passiert, wenn
man elektromagnetische Wellen einstrahlt. Auch hier hat man die Mog-
lichkeit, das Problem perturbativ (storungstheoretisch) zu untersuchen.
Der Hamilton-Operator

H(t) = Hy + Hi(t) (5.40)

soll jetzt aus einem zeitunabhingigen Teil H, und einer zeitabhingigen
Storung H, (t) bestehen. Das Eigenwertproblem von H,

soll gelost sein.

In der Praxis benutzt oft man die Losung des zeitabhdngigen Problems,
um mit Hilfe von Experimenten Riickschliisse auf das Eigenwertspektrum
von H, zu erzielen. Dies ist analog zur klassischen Physik, in der man
z.B. einen Oszillator von aufien mit einer periodischen Kraft mit einer
Frequenz w anregen kann. Wenn man w kontinuierlich variiert, wird die
Amplitude der erzwungenen Schwingung bei der Eigenfrequenz des un-
gestorten Oszillators maximal sein. Man kann auf diese Weise auf die Ei-
genfrequenz (bzw. Federkraft) und die Reibungskréfte riickschliefSen. Bei
Quantensystemen ist eine analoge Vorgehensweise oft sehr erfolgreich.
Weil man dann die Stirke der duBeren Anregung H; unter Kontrolle hat,
kann man erreichen, dass ,H, < H,” gilt, so dass die Storungstheorie fiir
die Analyse der experimentellen Ergebnisse verwendet werden kann.

Wir werden in diesem Kapitel vor allem die Situation betrachten, dass die
Storung erst zu einem Zeitpunkt ¢, eingeschaltet wird. Vorher soll sich
das System in einem Eigenzustand von H, befinden. Wir werden die Zeit-
entwicklung des Zustands berechnen sowie die zeitabhingige Ubergangs-
wahrscheinlichkeit in einen anderen Eigenzustand von H,,.
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5.4.1 Wechselwirkungsbild (Dirac-Bild)

Es ist giinstig, die Dynamik des Systems in Anteile aufzuteilen, die von
Hy bzw. von H; herriihren. Die Zeitentwicklung eines Zustandes nach
dem Gesamthamiltonian H(t) = Hy + H;(t) wird durch die zeitabhingige
Schrodingergleichung bestimmt:

ZfL—I‘I’S( )) = H(t) [v9(1)) . (5.42)

Der obere Index “S” steht fiir “Schrodinger-Bild” (H (t) = H(t)).
Die Zeitentwicklung im vollen System lautet

U5(t)) = Ult,to) [T9(to)) ,

wobei im Fall kommuterender Operatoren Gl. 1} Ul(t,to) = e Jig AT
gilt. Die Zeitentwicklung eines beliebigen Anfangszustands |®(¢;)) im un-
gestorten System lautet

[05(1)) = e i 98(10)) = Ty [95(1)), (5.43)

wobei wir den Zeitentwicklungsoperator von Hy mit U, abgekiirzt haben
und in diesem Kapitel die Argumente (¢, t;) weglassen. Es ist sinnvoll, den
,einfachen” Teil der Dynamik, beschrieben durch H, im Zustandsvektor
des gestorten Systems abzuspalten. Dies geschieht durch Einfiihrung des
Wechselwirkungsbildes (= ,Interaction Representation” = ,Dirac-Bild”).
Der Zustand im Wechselwirkungsbild wird mit dem Index “I” (Interacti-
on) bezeichnet.

A~

W) = et Sy = Of (W) = 0j0

Uo(ty)) . (5.44)
Die Zeitableitung von liefert

z’h%mﬂ(zﬁ)) = —Hy et |5 (1)) ei(t-to)fo ih— }xys ) -
Wir benutzen und erhalten

m%mﬂ(t» = —Hoer (=00 | g5 (1)) 4 er (=)o f1, |05 (1))

+ e t to H()HS( )6 ht tO HO eh(t tO HO |\Ijs )>

[

-~

— i) v (6)
= H{(t) |[V'()) (5.45)
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WECHSELWIRKUNGSBILD
W)y = U5 [vR)) = UIU |95(t)) (5.46)
Uy = e nlt-to)fo (5.47)
. d 1 il I
th— [W(t)) = Hi(t) [¥(t) (5.48)
H@t) = U #801) U, . (5.49)

Diese Aufteilung ist analog zum Heisenbergbild, wobei dort der volle
Zeitentwicklungsoperator U statt U, benutzt wurde, so dass dort
[ (t)) = Ut(t, to) |U5(t)) = Ul(t, to)U(t, to) [5(to)) = |¥5(to)) gilt.

Eigenbasis von H,

Das Eigenwertproblem von Hy soll gelost sein (GL. (5.41)) Hy |®,) = €, |®,).
Wir werden alle Ergebnisse in der Eigenbasis von H, ausdriicken. In dieser
lautet der Zeitentwicklungsoperator U, (Spektraldarstellung D

Uy = Y eTnlt=0e |,) (D], (5.50)

n

und die Matrixelemente von H{(t) sind

(B, UL HS(4) Uy |@,) = etnl)em(@ | HS5(¢) |d,)e -0 (551)

5.4.2 Storungsentwicklung der Wellenfunktion

Wir entwickeln |¥/(t)) in Potenzen von H!:
i) = Y W) (5.52)
=0

wobei [¥7(t)) von der Ordnung (H/)* sein soll, d.h. die (-malige Anwen-
dung von M/ auf den Anfangszustand enthalten soll.
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Einsetzen in (5.48) und Sammeln der Potenzen von H! auf beiden Seiten
ergibt eine Rekursionsgleichung

D) = B (W) 20, (5:53)

Storung ab dem Zeitpunkt ¢,

Wir betrachten nun den Fall, dass die Stérung H; (t) vor dem Zeitpunkt ¢,
gleich Null ist. Dann gilt

[TH0t)) = [(to))
|\I/]’e>0(t0)> = 0.

Der Anteil mit I = 0 enthélt keinen Storoperator und ist daher per Kon-
struktion nicht von der Zeit abhédngig. Gleichung (5.53)) kann nun iterativ
gelost werden

[THO(t) = [¥(to))

(UHEN) =~ [ H(7) [$H(7)) dr (5.54)

Der Term erster Ordnung lautet somit

i t

o) = — |

Hi(r)dr [¥(to)) (5.55)

und der Term zweiter Ordnung

Wy = 1 [ ) ) (5.56)

to

_ (—ﬁ) [t [ it o).

1Wir nehmen bei dieser Schreibweise an, dass die Operatoren H, (t) miteinander ver-
tauschen.
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5.4.3 Entwicklung in der Eigenbasis von H,

Wir driicken jetzt (5.54) in der Eigenbasis von H, aus. Dazu entwickeln
wir |¥Z(¢)) und |¥!4(¢)) nach den Eigenzustinden |®,) von HOH

W) = Y elt) ). (5.57)
(W) = ) D) |@n) . (5.58)
mit
cn(t) = i O (t). (5.59)
/=0

Einsetzen in (5.54) und Multiplizieren von links mit (®,,| liefert mit

cfﬁ“)(t):_%zn:/m @l (D2 ) dr. (560)

J/
-~

TR (@ |[HE (7)|@n) e BT

Mit der Abkiirzung w,,, := “== lautet die rekursive Gleichung (5.60) fiir
die Entwicklungskoeftizienten:

. t
1 .
40 = 53 [ ) ) 0 ar G6D

Hin(7) = (@l B} (7)|P0)

€m — €n

0 - (5:62)

Man beachte, dass hier mit H, ,,,(7) die Matrixelemente des Stdroperators
H?(7) in der ungestorten Eigenbasis bezeichnet sind. Die ¢ = 0 Koeffizien-
ten sind die zeitunabhingigen Entwicklungskoeffizienten des Zustandes

*Die Entwicklungskoeffizienten des Zustandsvektors im Schrodingerbild
[U9(t)) =, ¢3(t) |®,) sind dann gemaR (5.46) ¢ () = e~ wen(tt0) ¢, (2).
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vor Einschalten der Storung
AS0ty) = enlto) = cm .

Aus (5.61)) folgen die Koeffizienten erster Ordnung
. t
(1) _ iWmnT
o) () = > ;cn /to Himn(T)e dr (5.63)

Der nachste Iterationsschritt liefert:

. t
D) = —12 / 07 Hy (7)) (7) (5.64)
= (——) Z / A7 Hy yon(7 WWZCH, / A7’ Hy (7)™

54.4 Ubergangswahrscheinlichkeit

Wir untersuchen im Folgenden die experimentell relevante Frage: Wenn
das System zur Zeit ¢, im Zustand |®;) ist, wie grofs ist dann die Wahr-
scheinlichkeit, dass es zur Zeit t > ¢, im Zustand |®) ist? Hierbei sollen
|®;) und |®;) Eigenzustinde von H, sein. Die Indizes i und f stehen fiir
initial und final.

2

Py = [(Pf|U(t = (P Ccn(t Cn(t) (P f|Dy)
! (@ W(t))]* = f|z Z £|
fn

= e . (5.65)

Die Anfangsbedingung lautet ¢, (ty) = 6,,. Daraus folgt in zweiter Ord-
nung in H, (siehe(5.64)) das allgemeine Ergebnis

.t
cr(t) =05 — % Hl,fi(T)ei“’f”dT

to

1 ¢ ‘ - A /
B ﬁ Z/ dTHlvfn<T>ewfnT/ dT/HLm(T/)eWm:T
n lo

to

+ O(H}). (5.66)
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5.4.5 Harmonische oder konstante Storung

Eine sehr wichtige Anwendung der zeitabhdngigen Storungstheorie sind
Probleme, bei denen zur Zeit ¢, eine konstante oder harmonische Stérung
eingeschaltet wird. Wir setzten im Folgenden ¢, = 0.

~

Hy(t) = O(t) 2V cos(t)

O(t) schaltet die Storung zur Zeit ¢, = 0 ein.
Im Fall von €2 = 0 beschreibt diese Gleichung eine konstante Stérung.

Wir behandeln konkret

Hi(t) = 0(t) (Veim + er—iﬂt) (5.67)
HLmn(t) = (aneiQt + Vr:kme_igt) = Z V,:meiSQt (568)
s==1
Vinn ~ fi =+1
mit Ve = uros = )
Ve fur s=-—1

Diese Form erlaubt formal auch ein nicht-selbstadjungiertes V', mit dem
man etwa eine Phasenverschiebung beschreiben kann. Wir haben zur Her-
leitung von schon angenommen, dass die Storung vor t, Null ist,
weswegen die Integrale in erst bei t, beginnen. Daher konnen wir
O(t) aus im Folgenden auch weglassen.

Experimentell relevant ist oft der Fall, dass die Storung H, (t) zu einem
Zeitpunkt ¢, wieder aufthort. Durch Fourierentwicklung kann man eine
solche Storung in harmonische Anteile zerlegen. Wegen des Ein- und Aus-
schaltens enthilt sie immer wesentliche Anteile iiber ein ganzes Frequenz-
interval In der ersten Ordnung der Storungstheorie (5.55), in der [, ()
nur linear auftaucht, ist [¢!(¢)) dann einfach die entsprechende Summe der
Reaktionen auf die einzelnen harmonischen Anteile.

Wir berechnen nur die Koeffizienten c;(t) aus Gl. (5.66).

Das Produkt einer Storung f(t) mit einer Ein- Ausschaltfunktion g(t) ergibt im Fre-
quenzraum die Faltung mit der Fouriertransformation von g:

h(t) = f(t) g(t) = h(w)~ _T dw' f(w) §lw — ).
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Nullte Ordnung

In nullter Ordnung ist nicht viel zu rechnen. Der Beitrag lautet
=5y, (5.69)

und er kommt nur zum Tragen, wenn Anfangs- und Endzustand gleich
sind. Diesen Fall werden wir nicht weiter behandeln.

Erste Ordnung

Das erste Integral in (5.66) lautet

! t
/dTHl,fi(T)eiwfiT — Zvjfz/ dTei(wfi-i,-gQ)T
’ s
Z(wfﬂrsﬂ) 1

_ zy%farrﬁT, (5.70)

d.h. der Term erster Ordnung liefert

eiten, sin (w“;SQt>
= —% Z sz wyi+sQ (571)

2

Zweite Ordnung

Den Beitrag zweiter Ordnung werden wir in Abschnitt mit einer
leicht modifizierten Methode berechnen, mit der das Ergebnis leichter her-
geleitet werden kann.

5.4.6 Konstante Storung: Fermis goldene Regel

Wir betrachten als Spezialfall zunédchst eine konstante Storung (2 = 0).
Damit vereinfachen sich die Ausdriicke der ersten (5.71) und auch der
zweiten (5.66) Ordnung

) wpi SN wfit
”o:—%Ej@e%t—é%l (5.72)
s==1 2
——
Hy;
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’ . .
() =LY, X, el oy g
f T2 Luss'=El Lan wy Wi Wn

H H . iwf-t_ iqu t_
— h_lg Zn 1,fndll ni [e K 1 _ e n 1:| (5.73)

Wni Wi Wen

Wir behandeln im Folgenden nur die erste Ordnung (und f # 7). Die
Wahrscheinlichkeit, dass das System in der Zeit ¢ in den Zustand f iiber-
gegangen ist, ist dann

12 sin? (wfit)
2 2
Piy=lc;()" = 7 Hyp| —25+

(1)

(5.74)

(Hier wurde mit ¢* erweitert.) Dieses Ergebnis verhilt sich je nach der Na-
tur des Spektrums von H, unterschiedlich:

Falls das Spektrum von H, diskret und ¢; nicht entartet ist, gibt es zwi-
schen der Energie ¢; und der Energie der Endzustdnde ¢; eine Energie-
liicke A¢;. Die Ubergangswahrscheinlichkeit lautet

4|H1 fz‘2 . 2 AEft
Py = ’
T A T\ T2

Diese Wahrscheinlichkeit oszilliert mit der Frequenz w = 4¢. Das ist ein

charakteristisches Phdanomen diskreter Systeme. [[| Die Periode der Oszilla-

12
tionen ist T’ = 2 und die Amplitude nimmt proportional zu |{IA16’; ’)L ab.

Wenn das Spektrum von H, diskret und in ¢; entartet ist, d.h. 3 f#i:
€7 = €;, dann liefert (5.74) fiir diesen speziellen Endzustand stattdessen
t |Hypil

o
Diese Wahrscheinlichkeit wichst proportional zu ¢? an. Ab einer bestimm-
ten Zeit wird die Wahrscheinlichkeit grofier Eins. Das ist natiirlich unsin-
nig und zeigt an, dass im Fall von Entartung

-Pz'—>f =

K

(5.75)
|H gl

erfilllt sein mufs, damit die Storungstheorie erster Ordnung anwendbar
ist.

4 Erst im Fall kontinuierlicher Spektren verschwindet die Periodizitat, wie wir gleich
sehen werden.
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-27/t 2n/t

t2m

Abbildung 5.2: Plot der Funktion Ay(w) Gl. (durchgezogen) und der Ein-
hiillenden —*— (gestrichelt).
¥i

Kontinuierliches Spektrum

Wir wenden uns nun dem Fall zu, dass das Spektrum bei ¢; kontinuierlich
ist. Es ist hierbei zweckmifig, die Ubergangsrate (Ubergangswahrschein-
lichkeit pro Zeiteinheit)

P

W= (5.76)

einzuftihren, fiir die aus (5.74) folgt

27 ot (sin(wpt/2)\?
Wiy = o |Hypf? — (22
=1 = g il 27r< wit )2

Die Ubergangsrate ist proportional zu der Funktion

Ar(w) == = (Sinft%t )> . (5.77)

Mit ihr lautet die Ubergangsrate

€r — €

h

2T
Wiy = ﬁyyﬁymt( ) . (5.78)
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Das Verhalten von A;(w) ist in Abbildung als Funktion von w zu fes-
tem ¢t wiedergegeben. Man erkennt, dal A,(w) bei w = 0 konzentriert ist,
eine Breite proportional zu } und eine Hohe proportional zu ¢ hat. Sie ist
auf Eins normiert.

Die endliche Breite von A;(w) bedeutet, dass man bei Zeiten kurz nach
dem Einschaltvorgang Endzustiande mit ¢; # ¢; finden kann.

Im Limes ¢t — oo verhalt sich A;(w) wie die Delta-Funktion:

i [ @) M) do=10) (5.79)
vorausgesetzt, die Testfunktion f(w) hat die Eigenschaft lim,,_,, @ =0
Fiir diese Klasse von Funktionen gilt

lim Ay(w) = d(w) . (5.80)

t—o00

Hiermit wird die Ubergangsrate i — f (5.78) fiir grofle ¢ formal zu:

FERMIS GOLDENE REGEL FUR DIE UBERGANGSRATE
(ERSTE ORDNUNG, BEI t — 00, FUR EINE KONSTANTE STORUNG)

27
Wi—)f = f ’HLfi|25<€f — Ei) . (581)

Diese Darstellung mit der §-Funktion ist nur dann sinnvoll, wenn in der
Nachbarschaft von ¢; ein Kontinuum von Endzustinden vorhanden ist.
Das ist in physikalischen Anwendungen oft der Fall.

Man beachte, dass Fermis goldene Regel in dieser Form eine niitzliche
Idealisierung ist. Der formale Limes ¢ — oo widerspricht dem Giiltigkeits-
bereich der Storungstheorie (s.u.). Das eigentliche Ergebnis in 1. Ordnung der
Storungstheorie ist Gl. !

Ubergangsrate in ein Energieintervall von Endzustinden

Wir konnen zu einer besseren Darstellung des Ergebnisses kommen. Bei
einem kontinuierlichen Spektrum von Endzustdnden sollte man nicht mehr
die Ubergangswahrscheinlichkeit in individuelle Zustinde f angeben.
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) Stérungstheorie

P = |(®¥(t))) in (5.65) hat dann vielmehr die Bedeutung einer Wahr-
scheinlichkeitsdichte. Relevant und messbar ist daher die Ubergangsrate in
ein Intervall Al; := [ef, ¢ + AE] von Endzustandsenergien.

Zur Beschreibung der Endzustdnde in diesem Intervall fithren wir die Zu-
standsdichte p(F) ein. Wenn wir zunichst die Zustdnde noch als abz&hl-
bar annehmen, dann z&hlt p(E) die Zustdande:

/A i p(E)dE = Y 1 (5.82)

Man kann auch schreiben

=> 6(e,— E) (5.83)

Wenn die Breite 1/t der Funktion A;(w) viel kleiner als das Intervall AF ist,
dann konnen wir die Ndaherung A;(w) ~ 6(w) von Fermis goldener Regel
sinnvoll benutzen. Die Ubergangsrate in das Intervall von Endzu-
stainden wird mit zu

2
Wz‘—>AIf = Z f |H1,m‘|2 5(% - Ez‘)

n
EnEAIf

= Z /dE(S |Hlm| 5( _Ei)

EnEAIf

=1 emgefugt
2 27T

= [, ol (B )

J/

-~

~ |H1f1|2
~ [ T |H1fzr 5(E — &) plE) dE
EEAIf
Ty 2 2
= O( € Aly) [Hyyil T p(ei) (5.84)

|H1 fi |2 ist hier ein gemitteltes Matrixelement, in der Annahme, dass | H; ;|
in Ay nicht wesentlich variiert. In den letzten beiden Zeilen brauchen
die Zustinde nicht mehr abzihlbar zu sein. Wenn ¢; tatsdchlich in dem
betrachteten Intervall liegt, erhalten wir die Ubergangsrate




Kapitel 5. Naherungsverfahren

Dies ist eine alternative Form von Fermis goldener Regel. Der Giiltigkeits-
bereich ist eingeschrénkt. P, A7, wichst linear mit der Zeit und fiihrt zu
unphysikalischen Ergebnissen, wenn nicht ¢ < 1/I" gilt. Wir haben fiir
die Herleitung von (5.84) nicht wirklich die J-Funktion aus beno-
tigt, sondern nur eine auf AE begrenzte Verteilung A;(w) (wenn p(E) in
Ay ungefdhr konstant ist). Da A,;(w) eine Breite ~ ¢ hat, muss insgesamt

h 1
AE 1 K T (5.86)

gelten, damit (5.85) erfiillt sein kann.

5.4.7 Harmonische Stérung mit 2 > 0

Der Fall einer harmonischen Storung mit Frequenz 2 > 0 ldfit sich nun
leicht diskutieren. Wir behandeln weiterhin ein kontinuierliches Spektrum
und nur die erste Ordnung. Wegen (2 # 0 gibt es in zwei Beitrédge:
af(wp +Q)+bf(wp —Q), mit f(w) = sin(wt/2)/(wt/2).

Die Ubergangswahrscheinlichkeit enthalt

laf(wpi + Q)+ bf(wp — VP = |a*|f(wsi + Q)P + b | f(wp — Q)
+(a*b+ab™) f(wp + Q) - flwp — Q)

Die Funktion f(w) ~ A;(w) ist bei gentigend grofien ¢t um w = 0 kon-
zentriert (Abb. (5.2)). Daher treten als Funktion von Q zwei Peaks auf,
bei () = +wy,. Fiir endliche Frequenzen () kann meist einer der beiden
Peaks vernachldssigt werden. Voraussetzung hierfiir, und auch fiir die Ver-
nachlidssigung des Interferenzterms ist, dass der Abstand 22 der beiden
d-artigen Peaks grof3 ist gegen die Peakbreite 27/t. Das heifst,

t>>’/TN h
Q ey — €il

(5.87)

Analog zu Fermis goldener Regel (5.81) und mit analogen Einschrankun-
gen erhalten wir

2
Wiy = % [Hy pi8eg — € + 1) + | Hy 10, — i — 1) | (5.88)

ej=¢;—h0=Emission er=ei+h2=Absorption
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) Stérungstheorie

Diese Formel ist der Ausgangspunkt zur Beschreibung vieler physikali-
scher Effekte, wie z.B.: (inverse) Photoemission, Augerspektroskopie, Coulomb-
Streuung und Compton-Streuung.

5.4.8 Adiabatisches Einschalten der Stérung

Abschliefiend behandeln wir den Fall, dass die Stérung schon ab ¢t — —oo
sehr langsam eingeschaltet wird. Am Ende werden wir auch die zweite
Ordnung der Storungstheorie hinzunehmen. Zur formalen Beschreibung
multiplizieren wir den Storterm H; mit einem adiabatischen Einschaltfak-
tor emt, wobei O eine infinitesimal kleine positive Grofle sein soll. Die
Anderung im Vergleich zum abrupten Einschalten bei ¢t = 0 ist, dass die
Integrale sich alle bis t — —oo erstrecken. Der Einschaltfaktor stellt sicher,
dass die Integrale konvergieren. Der einzige Unterschied ist folgender

/ ZWTdT_>/ zw o)

elw ’L w—iO0H)t

iw —> i(w—1i0t)
Ganz am Schluss lassen wir dann O — 0 gehen. Zur Vereinfachung der
Schreibarbeit verwenden wir die Abkiirzung w* := w —iO*

Fiir den Term erster Ordnung erhalten wir dann anstelle von (5.70)

—00

t +sQ)
drHy pi(7)en - (5.89)
/ g ; fi i(wf fit SQ)

Wir berechnen den Effekt einer konstanten Stérung (2 = 0). Der Term
erster Ordnung in (5.66) liefert

— —lHl,ﬁ% . (5.90)

Damit gilt fiir die Wahrscheinlichkeit
1 20%¢

(&
P_.r=lc Hy 4 —
i—f = ‘ f’ h2 1 fl‘ W?'Z + O+2
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Daraus folgt

dljiaf B 2 | |2 O+€2O+t
at w2 (o

Nun konnen wir den Grenziibergang O — 0 durchfiihren und erhalten
mit

VVi—>f:

: ot
oozror - W)

fiir die Ubergangsrate :
2m
Wisg =" |Hy gl 0(Ef — E3) .

Das ist wieder das bekannte Ergebnis (5.81)) (Fermis Goldene Regel). Besta-
tigt durch dieses Ergebnis berechnen wir nun hiermit die Korrektur zweiter
Ordnung fiir eine Q2 = 0 Stoérung.

1 ! iwh T 7 iwt !
05”2)(t):_ﬁ2/ dr Hy pne™1m / dr' Hy pie"n

n —00 —Oo
1 t eWniT
=——= Hlanlm'|:/ dre"sm’ ]
h? zn: o W,
Lt
— i Z Hl anl ni eri
2 T F
h - Whi We;

Wir addieren nun die Beitrdge erster (5.90) und zweiter Ordnung

wt ot
e rit Hy o Hi i €51

+ § : + +
hwy, hew hwy;

1,ne
it
ezwﬁt

Hl,anl,ni
= SRR

Der erste Nenner lasst sich auch schreiben als —hw:{i =FE;,— E, +10". Der
Unterschied zum Ausdruck erster Ordnung (5.90) besteht darin, dass H; ;
durch

Hy i — My i = Hypi + Z 7

cf=—Hyi

Hl,anl,ni
— B, +10*

(5.91)

zu ersetzen ist. Die Ubergangsrate hat auch in zweiter Ordnung weiterhin
die Form von Fermis Goldener Regel:

27
Winf = |Myyil* (B — E;).
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5.5. Zu numerischen Verfahren

5.5 Zu numerischen Verfahren

Neben analytischen Methoden gibt es eine Reihe sehr leistungsstarker nu-
merischer Verfahren zum Losen von Eigenwertproblemen. Um sie anwend-
bar zu machen, stellt man zunichst das Eigenwertproblem in einer endli-
chen Basis |i) (i = 1,2,...,N) dar:

A

Hy) = E) (5.92)
N
mit [¢) = > ¢li) (5.93)

i=1

Entweder ist der betrachtete Vektorraum von vornherein endlich, oder er
wird durch eine physikalisch motivierte, endliche Basis approximiert. Je
nach der Dimension N der Basis wendet man unterschiedliche Verfahren
an:

N < 10? : Standardverfahren der numerischen Mathematik:
liefern vollstandiges Spektrum und alle Eigenvektoren

102 < N < 10'° : Lanczos-Verfahren: exaktes iteratives Verfahren
fiir tiefliegende Eigenwerte und -zustidnde

1010 < N < 1079” ;. Quanten-Monte-Carlo-Verfahren:
zur Bestimmung thermodynamischer Erwartungswerte;
oder zur Bestimmung des Grundzustandes und
tiefliegender Eigenzustande,
sowie dynamischer Eigenschaften.

Einige Verfahren sind statistisch exakt,

QMC _ prexakt _ o
dh F =F + =
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Kapitel 6
Symmetrietransformationen

Besonders wichtig, nicht nur in der Quantenmechanik, sind zeitliche und
rdumliche Verschiebungen sowie Drehungen. Man bezeichnet sie auch
als ,Symmetrietransformationen”, weil das physikalische System darun-
ter oft unverdndert bleibt. Zu den Symmetrieoperationen gehort auch die

raumliche Spiegelung (Kap. 4.6.2).

6.1 Zeittranslationen

In Kapitel 3.1 haben wir den Zeitentwicklungsoperator U (¢, t,) kennenge-
lernt, der einen Zustandsvektor ¢ (t)) in der Zeit verschiebt:

W) = Ultto) [o(te)) = e o™ T lue)) . (61)

Wenn der Hamiltonoperator nicht explizit von der Zeit abhédngt, verein-
facht sich diese Beziehung zu

() = e R IE0) |y (t)) . (6.2)

Man nennt den Hamiltonoperator deswegen den Erzeuger der Zeittransla-
tion. Der Zeittranslationsoperator [/ muss unitér sein, damit die Norm von
|1} erhalten bleibt, d.h. damit sich die Gesamtwahrscheinlichkeit, ein Teil-
chen irgendwo zu finden, nicht d&ndert. Daraus folgt, dass H hermitesch
sein muss.
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6.2. Zu Lie-Gruppen

Per Konstruktion ist die Operation der Zeittranslation linear im Zustands-
vektor |¢), und sie hat die Struktur einer Gruppe:

Ulta, t1) Ultito) = Ulta,to) - (6.3)

Wenn der Hamiltoperator nicht explizit von der Zeit abhédngt, dann ist
kein Zeitpunkt gegeniiber einem anderen ausgezeichnet. Das physikali-
sche System verhdlt sich dann zu jedem Zeitpunkt gleichartig; es ist zeit-
translationsinvariant. Wir haben in Kap. 3.4 gesehen, dass dann die Energie
zeitlich erhalten ist:

WOID) = (@to)]et ™1 H e #7700 (1))
= (¥(to)|H|t(to))

Dies ist ein Spezialfall des Noetherschen Theorems: Zu jeder kontinuierli-
chen Invarianz eines Systems gehort eine Erhaltungsgrofle (s.u.).

6.2 Zu Lie-Gruppen

Wir werden im Folgenden raumliche Translationen und Drehungen be-
handeln. Wir werden sehen, dass die zugehorigen Operatoren genauso
wie bei Zeittranslationen von der Gestalt

Gle) = emned (6.4)

sind, mit einem hermiteschen Erzeuger A und einem (oder mehreren)
kontinuierlichen reellen Parameter(n) c Da A hermitesch ist, sind diese
Operatoren unitdr. Operatoren dieser Gestalt sind kontinuierlich mit dem
Einheitsoperator verbunden (im Gegensatz zur rdumlichen Spiegelung)
und sie haben Gruppeneigenschaften. Die zugehorigen Gruppen nennt
man Lie-Gruppen, und die Erzeuger sind Elemente der zugehorigen Lie-
Algebra, mit jeweils charakteristischen Vertauschungsrelationen. Die Ei-
genschaften solcher Gruppen kann man schon an Hand von infinitesima-
len Operationen (|c| < 1)

P S 1, .,

'Die Namen G, A, ¢ sind hier frei gewahlt; es gibt dazu keine allgemeine Konvention.
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

untersuchen, wobei es reicht, lediglich bis zur 2. Ordnung in ¢ zu ent-
wickeln.

Auch die Rotation von Spins wird {iber einen solchen Operator beschrie-
ben, namlich e~ # it S (s.u.), mit der Lie-Gruppe ,,SU(2)”, das ist die Grup-
pe der unimodularen (Determinante=1) unitdren Operatoren in 2 Dimen-
sionen. Rdumliche Drehungen von normalen Vektoren gehoren zu Sym-
metriegruppe SO(3) (s.u.). Weitere analoge Symmetriegruppen spielen in
der Relativitdtstheorie und in der Elementarteilchenphysik eine grofie Rol-
le, z.B. die Symmetriegruppe SU(3) in der Quantenchromodynamik.

6.3 Noethersches Theorem

Wir nehmen im Folgenden an, dass weder der Hamiltonoperator H noch
der Erzeuger A einer Transformation G(c) = e~ 7“4 explizit von der Zeit
abhdngen.

Unter der Transformation G werden Zustinde |1)) gemafs

W) — Glv)

transformiert. Die physikalischen Matrixelemente wie (|Gt B G|v)) bleiben
dieselben, wenn man stattdessen die Zustinde unverindert lisst und alle Ope-
ratoren transformiert (s. Gl m Gl E) Ein beliebiger Operator B
transformiert sich bei diesem Zugang gemafs

gy

B — B = éf}é (6.5)
(i + + ) B (- ged+ )

I
og>
'ml

_c[A,B] + O(c), 6.6)

St |

wobei in ,,0(c?)” hohere Kommutatoren enthalten sind (Baker-Hausdorff-
Formeln). Das betrachtete physikalische System ist durch seinen Hamil-
tonoperator charakterisiert. Es ist ,invariant unter der Transformation G”,
wenn sich der Hamiltonoperator bei der Transformation nicht d&ndert. We-
gen GL und 1@) ist dies (mit der Wahl B = H) dquivalent zu

A H] = 0, (6.7)



6.4. Raumliche Translationen

d.h. der Hamiltonoperator vertauscht dann mit dem Erzeuger A der Trans-
formation. Mit der Heisenbergschen Bewegungsgleichung Gl. (3.50) folgt

dA 1~ -
— = —|H, A] =
dt h[ A 0,

d.h. (A) ist zeitlich konstant, und man erhilt das

NOETHERSCHE THEOREM

Wenn ein System unter Transformationen G = e~# ¢4 invariant ist, d.h.

wenn sich der Hamiltonoperator unter dieser Transformation nicht
andert, dann kommutiert H mit dem Erzeuger fl, und A ist zeitlich
erhalten, d.h. sein Erwartungswert und seine Matrixelemente &ndern
sich zeitlich nicht.
Dies gilt auch umgekehrt: wenn [A, H] = 0, dann ist das System unter
der von A erzeugten Transformation invariant.

Die wichtigsten Spezialfélle sind:

Zeittranslations-Invarianz = Energieerhaltung
Translations-Invarianz = Impulserhaltung
Rotations-Invarianz = Drehimpulserhaltung

6.4 Raumliche Translationen

6.4.1 Translationsoperator

Wir definieren den rdumlichen Translationsoperator iiber seine Wirkung
auf einen Zustand |z):

TRANSLATIONSOPERATOR

Ty |8 = |Z+a). (6.8)
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1} Woktiv

| | -

b b+a X

| -

b+a <’

Abbildung 6.1: Aktive Transformation eines Zustands und passive Koordina-
tentransformation.

Er transformiert den Zustand eines Teilchens mit Position Z in einen Zu-
stand mit Position ¥ + @, entspricht somit einer aktiven Transformation am
Teilchen. Die Wellenfunktion dndert sich dabei wie folgt (der Einfachheit
halber eindimensional):

V() = Tov(z) = (2T, [¥)

[e.9]

- [weln o = [ @ly+a) wl)
“o —c0 S(y+a—z)  P(y)
= Y —a). 6.9)

Wenn die Wellenfunktion t(Z) ein Maximum an der Stelle Z = b hat, dann
hat die transformierte Wellenfunktion /(%) ein Maximum bei # = b + &,
entsprechend der aktiven Transformation um die Strecke @ (siehe Abb.).
(Im Gegensatz dazu wird bei einer passiven Transformation das Koordina-
tensystem verschoben, statt des Teilchens, d.h. 7 = #+ d, und fir die
Wellenfunktion ¢’ nach der Transformation gilt ¢/ (¥") = 1(%).)

Den Operator der rdumlichen Translation kann man tiiber die inverse Fou-
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riertransformation umschreiben (Notation eindimensional):

A 1 7 F(r—a)
T,6) = vle—a) = o [ &0 J(k) b

— i e—ikaeikz 7:5(]'5) dk

2m
_ 1 i —adi ike . k) dk
= on € , e Y(k)
_oo Potenzreihe!
— ea%fcﬂgi/ ke (k) dk
2m
= e n e g() (6.10)

Funktionen von Operatoren sind iiber die Potenzreihenentwicklung defi-
niert. Das Ergebnis ist gleich der Taylorreihe fiir )(z — a) (!). In3 Dim.:

~

ipBg
T, = e nld (6.11)
— ef% (PlaerPyaerPzaz)
_ b Pear g Pay oo} Pra

Die Exponentialfunktion faktorisiert hier, weil ]31, py, ﬁz alle miteinander
vertauschen. Wir sehen: der Erzeuger der raumlichen Translationen ist

der Impulsoperator ! Er ist unitir, weil P hermitesch ist. Es gilt daher
=77 = (@1 = (@—ad. (6.12)
Die letzte Beziehung folgt auch direkt aus ¢/(z — a) = T, (x) = (z|T,]¥).

Translationen bilden eine Gruppe

Tuly = Ty (6.13)
und sie kommutieren miteinander.

Die Eigenvektoren des Impulsoperators |p) sind im Ortsraum die Fou-
rierkoeffizienten (7|p) = el**/(2wh)3/? (ebene Wellen). Die Eigenwertglei-
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chung lautet

5 olkE L ik
Sie sind auch die Eigenfunktionen des Translationsoperators
iR L ik L olkE
T L N A — 6.15
Gepz = " e ¢ g 1)

mit den Eigenwerten e~ 7% (und j = hk).

Ein durch einen Hamiltonoperator H beschriebenes physikalisches Sy-
stem ist translationsinvariant, wenn der Translationsoperator mit  kom-
mutiert, d.h. genau dann, wenn H mit P kommutiert.

(A,7]=0 < [HP=0. (6.16)

Dann gibt es ein gemeinsames System von Eigenfunktionen von H und
P. Der Zeitentwicklungsoperator et dndert diese Eigenfunktionen nur
um einen Phasenfaktor. In einem translationsinvarianten System ist daher der
raumliche Impuls peine Erhaltungsgrofie !

6.4.2 Blochsches Theorem

Die Translationsinvarianz eines Systems hat auch dann physikalische Kon-
sequenzen, wenn sie nicht fiir beliebige kontinuierliche Translationen gilt,
sondern, wie in einem unendlich grofien regelméfligen Kristall, nur fiir
Vielfache eines Gittervektors d.

Wir betrachten der Einfachheit halber nur 1 Dimension. Ein Teilchen der
Masse m befinde sich in einem gitterperiodischen Potential

V(z)=V(x+a)

mit dem Gitterabstand a > O Behauptung: Der Hamiltonoperator H =
% + V vertauscht dann mit dem Operator der Translation um dem Ab-
stand a (und ganzzahlige Vielfache davon):

[H,T,] = 0.

?Die Verwendung einer Funktion V (x) impliziert, dass der Operator V der potentiel-
len Energie wie auch schon zuvor diagonal im Ortsraum ist, (z|V'|y) = V(z) §(x —y), d.h.
durch ihn wird das Teilchen nicht im Ort verschoben.
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Beweis: Es gilt [P?,T;] = 0 fiir beliebige Abstinde I, weil P der Erzeuger
von T ist. Zur Berechnung des verbleibenden Kommutators [V, T,] wen-
den wir ihn auf einen beliebigen Zustand |¢’) an und werten das Ergebnis
im Ortsraum aus (mit Einschieben von 1 hinter 7}, im ersten Summanden):

<$Hvafa”w> = <$|VTa|w> - <w’TaV‘w>

— [y @lVly+a) tole) — (o alVly)
—00 =V(z) é(y+a—=x)
= V(@)Y(x—a) — V(zr—a) ¥(r—a) = 0.

=V(z)

Es gibt daher gemeinsame Eigenfunktionen zu H und 7,. Die Eigenfunk-
tionen von Ta sind die sogenannten Bloch-Funktionen

d,(r) = €9 f(x) (6.17)

mit einer beliebigen periodischen Funktion f, die f(x + a) = f(z) erfillt.
Die zugehorigen Eigenwerte von 7, sind €. Den Wertebereich von ¢ kann

man auf einen Bereich der Linge 2%, z.B. [-Z, I] einschridnken, da sich
sonst die Funktion ¢,(z) wiederholen wiirde.

Es gilt daher das Blochsche Theorem: In einem gitterperiodischen Poten-
tial V(z) = V(z + a) konnen alle Eigenfunktionen des Hamiltonoperators
durch die kontinuierliche Gitterwellenzahl q € [-Z, 7| gekennzeichnet wer-
den (dquivalent: durch den Gitterimpuls p = hk), und die Wellenfunktion
erfiillt

(v +na) = " P (1), n€EZ. (6.18)

Die Gitterwellenzahl beschreibt, wie sich die Phase der Wellenfunktion bei
Translation um a dndert.

6.4.3 Kronig-Penney-Modell

Eine einfache Anwendung findet das Blochsche Theorem im Kronig-Penney-
Modell, einem extrem vereinfachten Modell fiir einen Festkorper. Es wird
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ein einzelnes, als unabhédngig angenommenes Elektron betrachtet. Das Elek-
tron spiirt lediglich ein periodisches Delta-Potential am Ort der Atome:

V(z) = D% i d(x +na) . (6.19)

n=—0oo

Das Potential kann man als attraktiv oder repulsiv annehmen.

Zwischen den Atomen spiirt das Elektron keine Kraft. In jedem Intervall
(na, (n + 1)a) hat daher die Wellenfunktion die Gestalt

Y(x+na) = A, + Be ™ O<z<a,

mit k? = 2mFE /h?. Ohne das Blochsche Theorem hiétte man unendlich vie-
le Konstanten A,, und B,, zu bestimmen. Aufgrund des Blochschen Theo-
rems weiff man aber, dass man die Eigenfunktionen von H nach der Git-
terwellenzahl ¢ klassifizieren kann, so dass

Y(z +na) = €9 () (6.20)

gilt. In diesen Eigenfunktionen unterscheidet sich somit die Wellenfunkti-
on in jedem Intervall nur um einen bekannten Phasenfaktor von der Wel-
lenfunktion im Intervall 0 < x < a. Deswegen bleiben nur die zwei Kon-
stanten Ay und B, im Intervall (0, a) zu bestimmen. Die Stetigkeitsbedin-
gungen ¢(0_) = ¢(04) und ¥'(0_) = ¢'(04) — D reichen dann aus, um die
Konstanten in Abhédngigkeit von k und ¢ festzulegen. Dazu benétigt man
¥(0_) = e '%%)(a_). Das Gleichungssystem hat aber nur dann eine Lo-
sung, wenn die entsprechende Koeffizienten-Determinante verschwindet,

-a 0 a 2a

Abbildung 6.2: Kronig-Penney-Modell.
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cos (ga)

0 200 400 600 800 1000

(ka)

Abbildung 6.3: Kronig-Penney-Modell: cos(qa) als Funktion von (ka)* ~
Energie, bei Da = 10. Es sind nur diejenigen Energien moglich, fiir die cos(qa)
zwischen den Linien —1 und 1 liegt. Als Funktion der Gitterwellenzahl q betrach-
tet, erhilt man so die moglichen Energiebinder.

woraus nach kurzer Rechnung folgt

D D
coska + —— sin ka = cos qga = |coska+ =2 sin ka] < 1. (6.21)
2ka 2ka

Hier tauchen nur die dimensionslosen Grofsen ga, ka, und Da auf.

GL bedeutet eine Einschrankung fiir die moglichen Werte von ka
und damit fiir die moglichen Energien F = h%*k*/2m. Wenn man k vari-
iert, variiert auch cos qa in GI. . Als Funktion von g ergibt sich so ein
Energieband E = h?k(q)?/2m. Fiir manche Bereiche von k ergibe sich aber
|cosqal > 1, so dass diese Wellenzahlenbereiche nicht moglich sind. Es
gibt daher ,erlaubte” und ,verbotene” Energiebereiche, so wie in realen
Festkorpern. Dies ist in Abb. |6.3| dargestellt. Wenn man k weiter vergro-
ert, gelangt man wieder in einen erlaubten Bereich, usw. Zu jeder Gitter-
wellenzahl ¢ gibt es daher unendlich viele diskrete Losungen fiir k. Als
Funktion von ¢ haben sie die Form von Energiebandern.
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6.5 Drehungen

Ausgehend von der Dirac-Gleichung (der relativistischen Verallgemeine-
rung der Schrodingergleichung) kann man zeigen, dass bei einer Drehung
um eine Drehachse 77 und um einen Winkel ¢ der zugehorige Operator
allgemein von der Form

R(ii,p) = e neil (6.22)

ist Dabei ist der Erzeuger .J der Operator des Gesamtdrehimpulses. Man
muss dabei zundchst die Drehung von Spins und diejenige von , norma-
len” Vektoren unterscheiden. Wir schauen uns zuerst diese beiden Spezi-
alfalle an und behandeln dann den Drehimpuls allgemein.

6.5.1 Drehung von Spins

Den Drehoperator fiir die Drehung eines Teilchens mit Spin 3 (um den Ort
des Teilchens) haben wir schon implizit bei der Spin-Prazession (Kap.|3.5.3)
kennengelernt, und explizit in den Ubungenﬁ

R(i,g) = e henS B ipn

>l
N[Qy

=1 cos(g) —ing sin(%) . (6.23)

Der Erzeuger der Drehung ist hier der Spin-Operator S. Bemerkenswert

ist, dass bei einer Drehung um 27 der Operator R nicht zum Einheitsope-

rator wird, sondern wegen des Faktors 1 in S — b5 zu (—1). Dieses Mi-
nuszeichen ist charakteristisch fiir halbzahlige Spins, die bei fermionischen

Teilchen auftreten.

Der Spin ist ein innerer Freiheitsgrad eines Teilchens. Der Operator R hat
bei Objekten mit Spin $ eine 2 x 2 Matrixdarstellung R im Spinorraum,
d.h. im Raum der Spin-Indizes.

3Es gibt keine allgemeine Konvention fiir den Namen des Drehoperators. Hier wurde
R wie Rotation willkiirlich gewahit.

*Er gehort zur Gruppe ,,SU(2)” (Determinante=1, Unitér, 2 Dimensionen) und ist in
der Tat von der Form (6.22).
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6.5. Drehungen

6.5.2 Bahndrehimpuls

Bei rdumlichen Drehungen transformieren sich, wie aus der klassischen
Mechanik gewohnt, normale dreidimensionale Vektoren gemafs

i = RZF. (6.24)

Hier ist R eine 3 x 3 Matrix?|, z.B. lautet die Drehmatrix fiir eine Drehung
um die z-Achse

cosp —singp 0
R.(¢) = sing cosp 0 : (6.25)
0 0 1

Diese Matrix kann man auch analog zu (6.22) schreiben:

0 -1 0
R.p) = e @A mitA, =i 1 0 0|,
0 0 O
wie man leicht durch Reihenentwicklung der Exponentialfunktion sieht.

Bei kleinem Winkel ¢ erhdlt man in 1. Ordnung

r=x—-vy, ¥Y=yt+ter, 2Z==z2. (6.26)

Wir betrachten nun ein Teilchen ohne Spin. Bei einer aktiven Translation ei-
nes Teilchens von der Position & zur Position Z+a hatten wir in schon
festgestellt, dass sich die Wellenfunktion dann gemaf ¢/'(¥) = ¢(¥—a) (mit
dem umgekehrten Vorzeichen von @) transformiert. Bei einer Drehung ei-
nes Teilchens um einen infinitesimalen Winkel ¢ wird die Wellenfunktion
analog zu

V(E) = (RT'DY) = v(z+ ey, y—pz, 2)
9 9
= (1 teygs - wa—y> U(z,y, 2)
= (1 -peLe) o). 627

>Sie gehort zur Gruppe ,SO(3)” (Determinante=1, Orthogonal, 3 Dimensionen).
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

entsprechend der infinitesimalen Form von 1' wobei L.1)(Z) = (Z|L.|1)).
In der letzten Zeile haben wir die z-Komponente L. des Bahndrehimpuls-

operators L eingefiihrt. Die hier auftretenden Ableitungen kann man auch
mittels Impulsoperatoren schreiben:

~

L, =zp, — ybs - (6.28)

Die Komponenten L, und L, erh4lt man analog. Denselben Operator fin-
det man auch tiber das Korrespondenzprinzip als quantenmechanische Va-
riante des klassischen Drehimpulses (!):

L=Fxp — L=rFxp.

Der erzeugende Operator von rdumlichen Drehungen bei Teilchen ohne

Spin (wobei dann R(7, o) = e el gilt) ist somit der

BAHNDREHIMPULSOPERATOR

[ = Fx§p (6.29)

Lo = capy TpDy

mit einer implizierten Summe {iber v in der zweiten Zeile. Hier kommt
es wegen der Antisymmetrie des -Tensors nicht auf die Reihenfolge von
75 und p, an, da nur vertauschende Komponenten aufeinandertreffen. Die
Komponenten L, des Bahndrehimpulsoperators sind hermitesch.

6.5.3 Gesamtdrehimpuls und Vertauschungsrelationen

Der Operator des Gesamtdrehimpulses ist

~

J =1L+ 8§ (6.30)

mit dem Drehoperator Gl. (6.22). Dies folgt im Rahmen der relativistischen
Quantenmechanik, ebenso wie Existenz eines Spins mit Grofle //2, direkt
aus dem Transformationsverhalten der Dirac-Gleichung ! In der nichtre-
lativistischen Quantenmechanik miissen dagegen die Existenz des Spins
sowie (6.30) zusdtzlich zur Schrodingergleichung postuliert werden.
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6.5. Drehungen

Bei einem Teilchen ohne Spin hat der Operator § keine Wirkung; dann ist
L der gesamte Drehimpulsoperator. Er wirkt nur im Ortsraum. Analog hat
der Bahndrehimpulsoperator bei Drehung um den Ort eines punktférmi-
gen Teilchens keine Wirkung, und § ist dort der gesamte Drehimpulsope-
rator. Er wirkt nur im Spinraum, d.h. auf die Spin-Basisvektoren.

Drehungen um verschiedene Achsen vertauschen nicht miteinander. Aus
(6.29) kann man leicht

[imﬁﬁ] = iheapy [AJ“/

herleiten. Die gleiche Relation hatten wir frither auch schon fiir die Spin-
:-Operatoren kennengelernt, in der Form von

h h .
[§Ui7§0j] = lhgijk §O'k,

was direkt aus 0,0, = 5Z»jfl + g5 0 folgt.

Diese Beziehung gilt allgemein fiir Drehimpulsoperatoren (j LS ):

VERTAUSCHUNGSRELATIONEN ALLER DREHIMPULSOPERATOREN

[Ja, Jg] = iheap, Jy (6.31)

(mit einer implizierten Summe tiiber 7). Man kann diese Gleichung auch
in der Form

T x J = ihJ (6.32)

schreiben. Die Komponenten .J, sind, wie auch die Bahndrehimpulsope-
ratoren und die Spinoperatoren, hermitesch.

Operatoren fl, die mit dem Gesamtdrehimpuls J vertauschen, nennt man

LSKALARE” OPERATOREN

[

1>

<

Al = 0. (6.33)

Sie sind invariant unter Rotationen, d.h. (6.5) RTAR = A. Insbesondere gilt
dies fiir den Hamiltonoperator H eines Elektrons in einem Zentralpoten-
tial, z.B. dem Wasserstoffatom.
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

Operatoren A mit drei Komponenten Az, die mit J die gleichen Vertau-

schungsrelationen wie die Komponenten des Vektors .J; haben, nennt man

,, VEKTOR”-OPERATOREN

~

[Jo, Ag] = iheag, A, . (6.34)

Sie transformieren sich wie dreidimensionale Vektoren. Beispiele sind der

Ortsoperator ( und der Impulsoperator P.

6.5.4 Eigenwertproblem von Drehimpulsoperatoren

Wir behandeln in diesem Abschnitt allgemein das Eigenwertproblem von
Drehimpulsoperatoren, basierend nur auf den Vertauschungsrelationen

6.31). Die Rechnungen und Resultate gelten daher auch fiir Lbzw. S'!

Durch Einsetzen sieht man, dass J? = J2 + J2 + J2 mit jeder Komponen-

te J, von J vertauscht, wihrend die J, untereinander nicht vertauschen.

Man kann daher J? gleichzeitig mit einer Komponente .J, diagonalisieren.
Dafiir nimmt man tiblicherweise .J.. Wenn der Hamiltonoperator rotati-

onsinvariant ist, kommutiert er ebenfalls mit J2 und .J,. Man kann dann

seine Figenzustinde nach den Eigenwerten von J? und J, klassifizieren,
z.B. beim Wasserstoffatom, was auch die Rechnung erheblich vereinfacht.

Die Eigenwertgleichung von J? und .J, kann man allgemein in der Form
JHg.m) = hayj, m)
Joljsmy = homlj,m)

schreiben. Dabei sind die Zahlen a; und m zunéchst noch beliebig.

Leiteroperatoren

Fiir die Eigenwerte kénnen wir nun dhnliche Uberlegungen anstellen wie
beim harmonischen Oszillator. Wir definieren dazu die
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6.5. Drehungen

LEITEROPERATOREN

Jy = Jyxid, | (6.35)

wobei offensichtlich .J| = .J;. Daraus lassen sich die Drehimpulsoperato-
ren in kartesischen Koordinaten zuriickgewinnen

S~
I

j, =

Die Vertauschungsrelationen fiir die neuen Operatoren lauten (Beweis durch
Einsetzen)

[J,,J.] = +hJ.
[J;, J-] = 2hJ, (6.36)
[, J:] = 0

Die J, sind Leiteroperatoren, da sie die Quantenzahl m um +1 dndern:

—— ~——
= h(m £1) (ji| j, m>> (6.38)

J. andert nicht a;, den Eigenwert von J2, da [J2, J.] = 0, d.h.
P(Jeljim)) = JelPjm) = Way(Jelj,m)) (6.39)

und somit ist .J..|j, m) Eigenvektor von J? zum unverinderten Eigenwert
h?a;. Daraus folgt

Die Proportionalitdtskonstanten C,, . werden spater iiber die Normierung
bestimmt.
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

Das einfachste Beispiel fiir Leiteroperatoren sind die Spin-3-Operatoren
Sy = S, £i§,. (6.41)

In der z-Darstellung wird daraus % (0, + io,), d.h. die Matrizen h(] ) und
h(]y). Daraus sieht man sofort die Leiternatur dieser Operatoren, namlich
dass S; | —z)=|+z) und S_ | +z) =| —z) sowie S, | +2)=5_| —z) =0 gilt.

Kann J.. beliebig oft angewendet werden wie beim harmonischen Oszilla-
tor? Die Antwort ist nein, wie die folgenden Uberlegungen zeigen. Zuerst
beachte man, dass der Operator

o= e
nicht-negativ ist. Daher gilt

(G,m| J?2 = J2|j,m) = R(a; —m?) >0 = a; >m? (6.42)
Wir haben also folgende Bedingungen:

1. a; >0, weil (1| J%y) >0,
2. |m| < \/az

Damit J.|j, m) nicht zu zu grofien, unerlaubten m-Werten fiihrt, muss ein
maximales m,,,, (abhdngig von j) existieren, fiir das gilt

Tl Mimaz) = 0 (6.43)

Um my,q, Zu bestimmen, formen wir zunédchst den Operator J_J; um:

A

Iy = (Jo—idy)(Jo+idy) = 2+ J2+ild,, J,] = J*=J2—hJ, (6.44)

hanand
ihJ.
Dann gilt
0 = Jo T lg maz) = 0*(a; = Mz = Mimaz) |7 o)
also
aj = Mgz (Mo + 1) (6.45)
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Wegen (6.45) bestimmt m,,,,, den Eigenwert a; eindeutig. Wir konnen des-
halb m,,,,, mit der Quantenzahl j identifizieren:

Mpaz = ] (646)
Analog muss ein m,,;, existieren, mit
j_ | j s mmm) =0.

Ahnliche Uberlegungen wie oben fiihren zu

~

JyJ_ = 2= J+hJ. (6.47)

und schliefSlich zu

Kombiniert man (6.45) mit (6.48), so erhalt man/]
Mmin = —J (6.49)

Startet man also von |j, m,,;,) und wendet man wiederholt j+ an, so erhalt
man (siehe (6.40))

n Mal
—
S I |7 Munin) |7, Mupin + 1) (6.50)

Das geht solange, bis man |j, m,..) = |J,j) erreicht, dann vernichtet das
ndchste J,, gemaf (6.43), den Zustand. Damit genau |j, j) erreicht wird,
muss j — My = j — (—j) = 2j ganzzahlig sein. Auflerdem gilt j > 0

wegen Myaz = J, Mmin = —J. Daher muss gelten:
j = g n € Ny (6.51)

Die Quantenzahl j ist somit halbzahlig oder ganzzahlig. Insgesamt er-
halten wir

EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN DER DREHIMPULSOPERATOREN

J,m) = R+ 1)|5, m) (6.52a)
J.lj,m) = hml|j, m) (6.52b)

5Eine zweite formale Losung mynin = j + 1 wiére grofSer als mqq.
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

Symbol Name Wertebereich

J Drehimpulsquantenzahl Jj=73 n € Ny

m magnetische Quantenzahl | m € {—j, —j+1,...,j — 1,5}

Tabelle 6.1: Quantenzahlen des Drehimpulsoperators.

Die Bezeichnung und erlaubten Werten dieser Quantenzahlen sind in der
Tabelle zusammengefasst. Dieses Ergebnis ist allgemein und hédngt nur
von den Vertauschungsrelationen (6.31) ab.

In einem Eigenzustand |j, m) von J? und J, ist der Erwartungswert von
J, und J, Null, denn aus .J, , = (J, + J_)/2 folgt

. 5 ) 1 . A 1,. A
<]7m"]3?;y ‘],m> - §<j7m‘ J+ |jam> + §<]7m"]— |jam> = 07 (653)

da [j,m) und |j, m £ 1) orthogonal sind.
Die Unschérfen von J, und J, erhdlt man aus

Gom| 202 jom) = Goml P = J2jom) = B (G + 1) = m?) . (654
Aus Symmetriegriinden miissen beide Unschérfen gleich sein
(AL)? = (AJ,)? = B (j(j+1) —m?) /2. (6.55)
Sie erfiillen die Unschirferelation, denn mit m < j gilt

h h? , h?

AT Ay =S| = 5 (GG + 1) =m? —m) = T (j(G+1) =m(m+1)) > 0.

(6.56)

Interessant ist auch, dass die rechte Seite von (6.54) immer grofier als Null

ist (auBer bei j = 0). Somit kann (.J?) nie (.J?) erreichen, d.h. der Drehim-
puls ldsst sich nicht vollstindig , ausrichten”. Eine Ausnahme stellt der
Zustand mit j = 0 dar, da dann J, |0,0) = 0 fiir alle o.
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6.5. Drehungen

Normierung

Als ndchstes bestimmen wir die Proportionalitdtskonstanten C,, . in (6.40)
aus der Normierung (wir benutzen (6.44) und (6.47))

. [ . | . .
(G, m|JL ], m) = |Cons|? (G, m £ 1], m £ 1)

. /
v~
=1

(Cons [ = (Gml| Tz Jeljm) = (jm|(J* = J2 F hJ.)|jm)
=0 +1) —m*Fm) =B +1)—m(m=E1)
Wir finden C,,,+ = 0 fir m = £, konsistent mit (6.46)) und (6.49).

Die Phase der C,, ist beliebig. Per Konvention wird C;,+ reell und positiv
gewdhlt. Wir erhalten somit das wichtige Ergebnis

Joljm) = h/jG+1) —m(m+1) |j,m+1) . (6.57)

Mit Hilfe von (6.57) kann man, ausgehend von |j, —j) (oder von einem
beliebigen |j,my)) alle andere |j, m) explizit konstruieren.

Wir haben die moglichen Eigenwerte von .J* aus der Kommutatoralgebra
abgeleitet. Das heifst aber noch nicht, dass in der Natur alle Werte von j
tatsdchlich realisiert sind. Insbesondere entspricht j =  nicht einem Bahn-
drehimpuls (s.u.), sondern, wie im Stern-Gerlach Experiment identifiziert,
dem Spin eines Elektrons.

Generell gilt, dass Bahndrehimpulse ganzzahlige j-Werte besitzen (s.u.). Halb-
zahlige Werte kommen durch Addition von Spin mit Spin und (oder) Bahndre-
himpuls zustande.
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6.5.5 Der Bahndrehimpulsoperator im Ortsraum

Wir behandeln nun den Bahndrehimpulsoperator L (6.29 alleine, ohne

Spin, und 16sen sein Eigenwertproblem im Ortsraum. L erfiillt dieselben

Vertauschungsrelationen (6.31) wie der Gesamtdrehimpulsoperator .J. In

den zuvor hergeleiteten Gleichungen fiir ./ konnen wir daher auch iiberall
J durch L ersetzen.

Eigenwertgleichung in Kugelkoordinaten

Der Rotationsoperator e~“2=/" bewirkt eine Drehung von Achsen, aber kei-

ne radiale Anderung. Daher kann L nur auf Winkelkoordinaten § und ¢
wirken (wie wir auch noch explizit sehen werden) und es ist niitzlich, Ku-
gelkoordinaten (r, ) = (r, 0, ¢) zu verwenden, mit

x = r-sinfcosyp (6.58)
y = r-sinfsing
= r-cosf

Der Bahndrehimpuls Listein Spezialfall des Gesamtdrehimpulses J.Man

kann deshalb L? und L, gleichzeitig diagonalisieren, mit Eigenzustinden,
die jetzt |/, m) statt |j, m) benannt werden. Die Eigenfunktionen im Orts-
raum sind die Darstellung der Eigenvektoren |/, m) in Winkelkoordinaten

0, p:
Y™(0,0) == (0,¢[l,m) .

Sie heifien Kugelflichenfunktionen (,,spherical harmonics”). Sie bilden eine
vollstindige Basis im Raum aller winkelabhidngigen Funktionen. Aus den

Eigenwertgleichungen (6.52a)) und (6.52b) wirdﬂ

"Wir verwenden jetzt ausnahmsweise auch fiir die Differentialoperatoren im Orts-
raum Operatorzeichen.
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EIGENWERTGLEICHUNGEN DER KUGELFLACHENFUNKTIONEN

Y™(0,0) = (0,0|l,m), (6.59)
L2Y™6,0) = R2I(1+1)Y,™(8,9) (6.60)
L.Y™0,0) = hmY™(0,¢), 6.61)

Von den Vertauschungsrelationen alleine wissen wir bereits, dass die Ei-
genwerte m/i von L, ganzzahlige oder halbzahlige Vielfache von 7 sind.
Wir werden noch zeigen, dass beim Bahndrehimpuls nur ganzzahlige Wer-
te von m und | moglich sind.

Ortsraumeigenfunktionen des Bahndrehimpulses

Die Berechnung der Eigenfunktionen Y, (6, ¢) ist relativ langwierig. Wir
besprechen deswegen nur die Struktur der Rechnung, sowie als explizite
Beispiele / = 0 und [ = 1.

Die Schritte sind die folgenden:

e Aus dem Bahndrehimpulsoperator wird im Ortsraum

A~
=

I =

=p

Xp — —ihFx V. (6.62)

Diesen Differentialoperator kann man mit Hilfe von (6.58) in Kugel-
koordinaten umschreiben.

e Der Operator L, produziert Rotationen um die z-Achse und wirkt
deswegen nur auf den Winkel ¢. Man findet die einfache Form

L. = —— (6.63)

Die Eigenwertgleichung von L. wird daher in Kugelkoordinaten zu

a m - m
@Yz (0,0) = im Y;™(0, )
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mit der einfachen Losung
Y™(0,0) = €™ f(6) (6.64)

mit einer beliebigen Funktion f(¢). Bei einer Drehung um 27 gehen
die Koordinaten z, y, z eines Punktes ¥ in sich selber tiber, und daher
tut dies auch der zugehorige Basisvektor |7)f| Die Wellenfunktion
Y (Z) = (Z]Y) muss daher ebenfalls denselben Wert ergeben, woraus
folgt, dass beim Bahndrehimpuls m ganzzahlig sein muss. Wegen m &€
{=1,—1+1,...,1} muss dann auch 1 ganzzahlig sein.

e Wir konnen jetzt ausnutzen, dass beim hochstmoglichen Wert m = [
gilt L, |I,m = [) = 0. Hieraus wird die Differentialgleichung (letzt-
lich nur in 6)

ZA’J-&- }/}l(9790) = Oa

wobei in Kugelkoordinaten

. . . , 0 0
— . — +ip i . i
Ly = L,+il, = he™? (% 50 + i cot 9&0) (6.65)

gilt. Nach Normierung bekommen wir Y} (6, ¢).

e Dierestlichen Eigenfunktionen Y, Y/"2 ... erhilt man dann durch
wiederholtes Anwenden von L_ und nachfolgendes Normieren. Das
Resultat ist{]

KUGELFLACHENFUNKTIONEN (m > 0)

20+ 1) —=m)! . sin™6 dm Y
Y(0,0) = (—1)" eime | . p
(0 ¢) (=1) \/ Ar(l +m)! c 21! d(cos@)+m (sinf)
leEgOSG)

Die Funktionen mit m < 0 erhdlt man tber Y, ™ = (—1)™ (Y;™)*
Bei Spiegelungen 7 — —7 gilt Y, (—7) = (—1) Y;(7).

Die Funktionen P/™(cos 6) heifsen ,zugeordnete Legendrepolynome”.

8Im Unterschied dazu erhilt ein Spin-1-Basisvektor wie | + z) bei einer Drehung um

27 ein Minuszeichen.
9Beziiglich des Faktors (—1)™ gibt es auch andere Konventionen .
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Die Orthonormalitit (I, m|l', m') = 00,y der Eigenvektoren wird zu

/ / dpdcost Y™ (0,0) Y (0,0) = S S - (6.66)

Das Integrationmaf} hat hier die bei Kugelkoordinaten erwartete Form
dS2 = dcosOdp = sin 0dfdp.

Die Eigenzustdnde sind auch vollstindig, entsprechend >, |, m)(l,m| =

Z Z Y}m* 0,0)Y,(0', ") = 6(cos — cost) d(p —¢) (6.67)

=0 m=-I

Daher kann man jede Funktion f(6, ¢) in Funktionen Y;” entwickeln:

o) l
f0,0) = > > " V™0, ¢) (6.68)

=0 m=—1

Die Koeffizienten erhélt man wie immer durch skalare Multiplikation von
links mit (I, m/|. Im Raum der Winkelfunktionen wird daraus

ar = // dpdcos® Y (0,0) f(6,¢). (6.69)

Beispiele: Rechnungen fiir/ =0und /=1

Der Einfachheit halber rechnen wir ohne Normierung.

Fall | = 0:| Beil = 0 gibt es nur m = 0, daher ist szl/()o = 0und
LYY = 0= LY = LYY =0.

Somit ergeben alle Generatoren L, von Rotationen bei Anwendung auf Y
Null. Deswegen muss Yy (6, ¢) rotationsinvariant sein, d.h. eine Konstante.

Falll =1:| Aus 1i wissen wir, dass
Y = €% f(0)
Die Gleichung

0 0 , 0 cos 0
ym=1 _ ip . ym=l _ 2Zip [ 2 —1-
| e (_80+Z60t63g0) | e <88f(6)

L Ly
"= %
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hat die Losung f(f) x sinf, und somit Y;' o e sin 6.
Anwenden des Leiteroperators _ ergibt

“ ) 0 0 )
YPx L Y = e (—— +icotf—) e¥sinf o cosh
1 1

00 Op

und ein zweites Mal

. , 0 0 ;
Y 'oc LYY = e (== +icotf=—)cos o e “sinf .

00 Op

Die niedrigsten Kugelflachenfunktionen, fiir [ = 0, 1,2, sind in Tab.
angegeben und in Abb.[6.4) graphisch dargestellt.

! m Kugelflachenfunktion

0 0 P =

5
3

1 0 VP = /& cosh

+1 | YT = IF,/g%Sinﬁeiw

2 0 VY = 4/7=(3cos?0 —1)

+1 | Y57 = F/2sinfcos et

+2 |V;P?2 = 15 gin? fet2ie
2 327

Tabelle 6.2: Die ersten Kugelflachenfunktionen.
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Abbildung 6.4: Darstellung der ersten Kugelflaichenfunktionen Y},,. Der
Radius ist proportional zu |Y;,,|* dargestellt, und die Farbe représentiert
die Phase arg(Y},,), mit (z.B.) griin= 0 und rot= 7.
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Die Schrodingergleichung im
Zentralfeld

7.1 Radial- und Drehimpulsanteil

Die zeitunabhingige Schrodingergleichung fiir ein quantenmechanisches
Teilchen in einem kugelsymmetrischen Potential (Zentralfeld) lautet

=2
p _
(Qme " vm) WA = By 7.1)
Hierbei ist = ||r]| die Norm des Ortsvektors und m,. die Masse des Teil-

chens.

In der klassischen Mechanik ist der Drehimpuls L eine Erhaltungsgrofe.

Er ist durch die Anfangsbedingungen gegeben, und die Bewegungsglei-

chung des Teilchens reduziert sich in der klassischen Mechanik auf die
22

Radialgleichung 2Z = 0 mit F = % + Visf(r) in einem effektiven Po-

tential

=

LQ

Verp(r) =V(r) + s

) (7.2)

das sich aus dem urspriinglichen Potential und einem Zentrifugal-Beitrag
zusammensetzt. Wir werden versuchen, auch die Schrédingergleichung
auf ein Radialproblem zu reduzieren. Dazu brauchen wir den Zusammen-
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R =2
hang zwischen den Operatoren p* und L . Wir erhalten ihn durch Umfor-
men von L2

N GUN G

Eapy €ap'y/ f’ﬁﬁw f’ﬁ/ﬁf/

(O’ Oy — Oy Ong )70y T By

= Tp PyTg Dy —TsDy TyDg
—— ~—

3y
>y

P ppy—ihd gy Paiytilidsy
= 7292 —ihip — Pepyppiy — ih D
= 22— 2R D —Taps - Pyty (7.3)
N~
Py Py =300
L* = 732 4ihrp— (7p)?
=
- L? + (7p)? — ih (7D,
T
(7.5)

(Bei h — 0 wiirde dies zur Beziehung aus der klassischen Mechanik.) Der
Hamiltonoperator nimmt hiermit die folgende Gestalt an

()2 —in (7 %
g - (D) A(p)Jrv(T)Jr
. 2m.7*

T

S 7.
2m, 72 (7.6)

Man erkennt bereits, dass T nur die Komponente von p entlang 7 enthalt.
Der Ubergang in die Ortsdarstellung, mit der Zuordnung # — # und p — —ihV,
liefert

; ((F- V)2 + (7 V))
2o 2

2me ~

In Kugelkoordinaten ist 7" = r &, und daher benétigen wir von V nur die
Komponente entlang ¢;:

F-V:r%,
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also
. 1,0 0. 1 0 1,0 0 0
T2 o Ea ) T e = Tam o e o)
no o
N _QmGT(WT)

und somit fiir den Hamiltonoperator

S h? 1 0? 1 [:;2
H = - ——r+V — 7.7
. 2mer8r2r+ (T)J+2me 72 (7.7)
A(r)

Man kann hier den letzten Term als Zentrifugalbeitrag erkennen (s. (7.2)).

7.2 Produktansatz fiir die Schrodingergleichung

In der Schrodingergleichung

~

(A(r) - L—) (0, 0) = E(r.0,9)

2m, 12

wirkt der erste Term nur auf r» und der zweite nur auf § und ¢. Man kann
daher beide gemeinsam diagonalisieren, d.h. ein Produkt

ansetzen.

Nach Multiplikation mit 7? wird die Schrodingergleichung dann zu

—

o090 = i (HE AR ) =




7.2. Produktansatz fiir die Schrodingergleichung

Da die linke Seite nur 6 und ¢, die rechte Seite hingegen nur r enthlt,
muss « eine Konstante sein und wir erhalten wie erwartet zwei in Winkel-
und Radialanteil getrennte Differentialgleichungen

—
~

S Y6.9) = KY0.) 79)
(A(r)—i—%) R(r) = ER(r) (7.10)

Gl. (7.9) ist die bereits geloste Eigenwertgleichung des Drehimpulsopera-
tors, deren Eigenwerte den Parameter x = %l([ + 1) mit der Drehimpuls-
quantenzahl in Verbindung bringen. Einsetzen in die Radialgleichung Gl.

(7.10) ergibt

W d Ry + (vm n

2m, r dr?

R+ 1)

2m, 12

)R(r) — ER(r)

Multiplikation von links mit r liefert mit x(r) := r R(r) schlieSlich die

SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DEN
RADIALTEIL DER WELLENFUNKTION

h? d?
s X0+ (Vi)

(.

2 +1)

2m, 12

) x(r) = E x(r) . (7.11)

-~

Vers(r)

Aus dem L? der klassischen Mechanik Gl. 1} ist quantenmechanisch
B?1(l + 1) geworden. Die Losung dieser Differentialgleichung hingt vom
jeweiligen Potential ab. Die gesamte Wellenfunktion ¢ ist

U 0,9) = Tx() Y 0.9) 7.12)

wobei nur die Quantenzahlen des Drehimpulses explizit angegeben wur-
den. Quantenzahlen, die sich aus dem Radialanteil ergeben, werden spa-
ter eingefiihrt. Allgemein konnen wir bereits erkennen, dass die Energien,
wegen der Rotationsinvarianz in m, (2! + 1)-fach entartet sind .
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Kapitel 7. Die Schrédingergleichung im Zentralfeld

7.3 Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

Das Wasserstoffatom H und seine Isotopen H = D und *H = T, so-
wie die Ionen He't,Li*",Be®* sind die einfachsten atomaren Systeme. Ihre
Kernladung ist ein ganzzahliges Vielfaches der Elementarladung und die
Elektronenbhiille besteht ausschliefSlich aus einem Elektron.

Ohne dufSere Krifte wirkt nur die Coulombwechselwirkung zwischen Kern
und Elektron. Dies ist zundchst ein Zweikorperproblem, und kein einzel-
nes Teilchen in einem Zentralpotential. Wie in der klassischen Mechanik
kann man aber Schwerpunktskoordinaten R= maT1 -+ MmaTs , P = P1 + Po
und Relativkoordinaten 7= 7 — 7, p'= Myeq( P 5—2) einfiihren, wobei

1,2 die Teilchen (Kern und Elektron) nummerggren,mand mied = m% + m%
die reduzierte Masse gibt. Dies ist eine kanonische Transformation und man
kann leicht zeigen, dass die korrekten Vertauschungsrelationen zwischen
den zugehorigen Orts- und Impulsoperatoren erhalten bleiben. Der Vor-

teil ist, dass der Hamiltonoperator

R ]5’2 29
H =

V
2(m1 + mg) 2mr€d + (F)

jetzt separiert und man getrennt die Bewegung des Schwerpunktes (frei-
es Teilchen) und die der Relativbewegung losen kann. Letztere beschreibt
nun ein einzelnes Teilchen mit Masse m,.., im Potential V' (r). Da die Ker-
ne in Wasserstoff-dhnlichen Atomen viel schwerer sind als das einzelne
gebundene Elektron, ist m,.q im wesentlichen die Elektronmasse und wir
werden im folgenden der Einfachheit halber die Elektronmasse m, statt
myeq benutzen.

Wir verwenden die Abkiirzungen

m. = Masse des Elektrons
+Ze = Ladung des Kerns
-e = Ladung des Elektrons

Die potentielle Energie (Coulombenergie) des Systems ist in Gaufischen
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

Einheiten[!| gegeben durch

Ze?
V(?”) = —T

Die stationdre Schrodingergleichung wird dann zu

2

2m,

~

Ay(@) = (-

A+ V(x) (@) = E¢(T)

Aus Gl. (7.12) wissen wir bereits, dass

v@ = w09 = v

wobei x(r) der Radialanteil der Schrodingergleichung ist, dessen Quan-
tenzahlen noch nicht spezifiziert sind. Aus der radialen Schrodingerglei-

chung (7.11)) wird

h? d? Ze? R (141
T ox+ (28 P D

2m, T 2me T

" Z€22m6 1 l(l + 1) QmeE

T 72 h?

= )+ (e s = S+ )
N—_——

In dieser Gleichung tritt eine charakteristische Lange

auf, der sogenannte Bohrsche Radius
A2
mee?

Fiir r — oo vereinfacht sich GI. (7.13) zu

— 05294

ag =

" 2m6E
X(T) = - K2 X<T)

7—) x(r)

atomarer Systeme

(7.14)

Wir untersuchen hier gebundene Zustdnde, das sind solche mit negativer
Energie, £ < 0. Wenn die Energie negativ ist, ist auch £ — V() fiir r — oo

'Fiir mikroskopische Phianomene sind Gaufische Einheiten bequemer als die SI-

Einheiten, da viele Vorfaktoren einfacher werden.
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-05F

-10r

-15-

Abbildung 7.1: Effectives Coulomb-Potential Vg (r) in atomaren Einhei-
ten fiirl = 0und | = 1.

negativ und die Schrodingergleichung fiihrt zu einem exponentiellen Ab-
fall der Wellenfunktion. (Neben den gebundenen Zustdnden gibt es noch
Streuzustdnde mit positiver Energie.) Fiir r — oo lautet Gl. (7.13) nun

” 2meE

X (r) = — 2 x(r) = v x(r)

Die Losung dieser Differentialgleichung ist bekanntlich
x(r) = ae™ " 4 bet"

Der zweite Summand ist nicht normierbar. Er beschreibt also keinen ge-

bundenen Zustand und wir setzen deshalb aus physikalischen Griinden
b=0.

Fiir beliebige » machen wir den Ansatz

x(r) = F(r)e ™" (7.15)

und setzen ihn in Gl. (7.13)) ein. Zusammen mit

%X(r) = " (F'() = 29F (1) + 4°F (1))

221



7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

erhalten wir

e " (F”(r) — 2y F'(r) +7*F(r) + (%1 _ —Z b _ WQ)F(m) =0

= F (r)—QWF/(T)—i-(%T—l(H—l)) iF(r) = 0 (7.16)

Die Losung dieser Differentialgleichung lésst sich als eine verallgemeiner-
te Potenzreihe ansetzen

F(ry = r° Z curt (7.17)

pu=0
o

wobei die fithrende Potenz ¢ herausgezogen wurde, so dass ¢y # 0 gilt.

Einsetzen in (7.16) ergibt

Z Cu(ﬂ + U)(u + 0 — 1)71/#072 . 2726#(:” + U)r;wa—l
MZO }LZO

2Z oo o0
+ =) et =1+ 1)) ettt =0
ao iz ( )uoﬂ

n=0
Wir fassen Terme gleicher Potenz in r zusammen
colo(oc—1) =11 +1))r°2

+Z{Cu+1(u+1+0)(ﬂ+0) — 2ycu(n +0) (7.18)
p=0 |

27
+—c, — (1 + 1)cu+1}r“+"1 =0
Qo

Die Potenzen ! miissen individuell verschwinden, da die Gleichung fiir
beliebige Werte von r gelten muss und die {r'} ein vollstindiges, linear
unabhéngiges Basissystem bilden. Zunéachst folgt aus der Bedingung ¢, #
0 fiir o die Bedingung

olco—1) = I(I4+1)
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Kapitel 7. Die Schrédingergleichung im Zentralfeld

Hierfiir gibt es zwei Losungen ¢ = [ + 1 und ¢ = —[. Man kann mit
einiger Rechnung zeigen, dass die Wellenfunktion fiir die zweite Losung
bei r = 0 zu stark divergiert, so dass sie nicht normierbar ist (bzw. dass
bei | = 0 die kinetische Energie divergiert). Wir konnen daher o = [ +
1 verwenden. Einsetzen in Gl liefert die Bestimmungsgleichungen
der Koeffizienten c,,. Fiir alle ;o > 0 gilt

Cut1 2y(p+1+1)-2Z | 719)
Cu (p+14+2)(p+1+1)=1(1+1)

Das Verhalten fiir ;4 > 1 ist

c 2
St 47

cy >l p+1

Das ist dasselbe Verhalten, das die Koeffizienten der Exponentialfunktion
e’ haben

20 (9 )
6271‘ _ Z( fy') o+
p=0 H

Da die hohen Potenzen ;¢ > 1 das Verhalten der Funktion fiir grofie r
bestimmen, verhilt sich y fiir grofse r wie

X(T) _ F(T) e~ ,rl—l-l 6277‘ Lot — TH-I efy-r)

wenn die Potenzreihe nicht abbricht. Dann divergiert x(r) fiir r — oo und
beschreibt wieder keinen normierbaren, gebundenen Zustand. Wir mdis-
sen also erreichen, dass die Reihe abbricht. Es kann in der Tat erreicht
werden, dass ein Koeffizient ¢+, in Gl. , und somit alle nachfol-
genden, verschwinden. Das ist genau dann der Fall, wenn

2z Z
= <0 = ; preN
DT w1 a- (it M
Fiir die Energie bedeutet das
ZZ
B — P o w (mge“) Z?
B 2m€7 o 2me (D2 2me At (1 1)2
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

Die Energie ist also quantisiert. Es ist iiblich, eine modifizierte Quanten-
zahl

n=p" +1+1 (7.20)

anstelle von p* einzufiihren. Aus p* > 0 und [ > 0 folgt n > 1 und die
erlaubten Energien der gebundenen Zustdnde sind

meet 72

E, = -
2h?2 n?

n=123,...

Die natiirliche Einheit der Energie ist das

RYDBERG

mee?

1Ry = 572

~ 13.6eV . (7.21)

Wegen 1 + [ + 1 = n sind bei gegebener Hauptquantenzahl n nur Dreh-
impulsquantenzahlen | < n erlaubt.

Symbol | Name erlaubte Werte

n | Hauptquantenzahl n=123,...
[ | Drehimpulsquantenzahl |[=0,1,2,...,n—1

m | magnetische Quantenzahl | m = {—-l,—{+1,...,+l — 1,1}
20 + 1 mogliche Werte

Tabelle 7.1: Quantenzahlen des H-Atoms mit Wertebereichen.
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Kapitel 7. Die Schrédingergleichung im Zentralfeld

7.3.1 Entartung

Die Energie F,, hdangt hier nur von der Hauptquantenzahl n ab (— S. 232).
Zu festem n kann die Drehimpulsquantenzahl ! die Werte [ = 0,1,...,n—1
annehmen. Zu jedem [ wiederum sind 2/ + 1 Werte fiir die magnetische
Quantenzahl moglich. Die Anzahl der entarteten Zustédnde ist somit

Entartung = (204+1)

(Der Elektronspin konnte bei der gesamten Rechnung ignoriert werden,
denn er kommt in [ nicht vor. Fiir jedes der n? Orbitale gibt es 2 Spinzu-
stinde mit derselben Energie.)

e Aus der Rotationsinvarianz folgt allgemein, dass der Hamiltonope-
rator die Form 1D A(r)+5 L hat. Die Energie kann deswegen von

2me 12
radialen Quantenzahlen und von der Bahndrehimpulsquantenzahl [
abhéngen, bei Rotationsinvarianz ganz allgemein aber nicht von der
magnetischen Quantenzahl m. Die Rotationsinvarianz erkldrt daher

die entsprechende (2 + 1)-fache Energieentartung.

e Die hohere Entartung beim Wasserstoff bedeutet, dass es hier eine
weitere Erhaltungsgrofie, namlich den Runge-Lenz Vektor gibt. Er ist
klassisch definiert als

N = pxL—e*Zm,é,
Quantenmechanisch

— 1 — —
N = §(ﬁ>< L+ L xp)—e*Zmee,

Dieser Vektor ist nur im 2-Potential und auch nur bei der nichtrelati-
vistischen Schrodingergleichung eine Erhaltungsgrofse. Man spricht
daher auch von zufilliger Entartung.
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

7.3.2 Energieschema des H-Atoms (Z=1)

r/a0

0 5 10 0

i p—
2
0
E /Ry
n
E, | 1

Abbildung 7.2: Coulompotential (durchgezogene Kurve) und Energieniveaus
des H-Atoms in Ry.

Das H-Atom definiert charakteristische Werte fiir Energie und Lange

4

mee
IRy = —— = 13.6eV
\ 572 3.6e
h? o
ap = 5 = 0.529A
mee
Das einfache Energieschema E,, = —Ry/n? des Wasserstoffatoms ist in

Abb. skizziert.

Die iibliche Konvention zur Benennung von Atomorbitalen ist "/; , z.B.
*p3 /2, mit der Hauptquantenzahl n und der Quantenzahl j des Gesamt-
drehimpulses. Der Bahndrehimpuls wird mit den Buchstaben s, p,d, f, . ..
firl =0,1,2,3,... geschrieben.

7.3.3 Lichtemission

Nach den Gesetzen der klassischen Elektrodynamik strahlt beschleunigte
Ladung Energie ab. Das hiefSe, dafs ein Elektron, das klassisch auf einer
Ellipsenbahn um den Kern kreisen wiirde , permanent Energie abstrahlen
wiirde. Es miifite dadurch spiralférmig in den Kern stiirzen. Das steht na-
tiirlich im Widerspruch zur Beobachtung stabiler Atome. Klassisch wiirde
man zudem ein kontinuierliches Emissionsspektrum erwarten.
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Kapitel 7. Die Schrédingergleichung im Zentralfeld

Man findet experimentell aber isolierte Spektrallinien, die den Ergebnis-
sen der Quantenmechanik sehr gut entsprechen. Quantenmechanisch sind
im Atom nur die Energien E, erlaubt. Wenn ein Elektron einen Ubergang
E,, — E,, (initial — final) macht, wird die freiwerdende Energie £,,, — E,,,
in Form eines Photons mit der Energie

Ly =

2 2.2
n; ny n;ny

2 2
n? —n
E, . &

7

—E,, = hw = —Ry(

)Ry

emittiert. Experimentell wurden anfanglich drei Typen von Ubergéngen
beobachtet, die Lyman, Balmer und Paschen Serien

Zur Erinnerung

h-c
F = hv=——
YT
h-c
A= —
= E
h-¢c = 1.2:-107%eV-m
Lyman Serie (ny = 1) :
h-c, n?
AN = —(—— =23, ...
Ry(n2_1> n Y]

= 90...120nm (UV)

Balmer Serie (n; = 2) :

2
. 4
Ao et
Ry 'n? —4
= 360...660 nm (sichtbar)

) n=3,4,...

Paschen Serie (n;y = 3) :
h_'c(_”z 9 )
Ry "'n? -9
= 800...1900 nm (infrarot)

A= n=4,5,...
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

Isotopeneffekt

Deuterium hat eine etwa doppelt so schweren Kern (M =~ 2M,) wie nor-
maler Wasserstoff (M = M,). Da das Massenverhaltnis

sehr klein ist, kann man die effektive Masse m,.4 schreiben als

Mypeqg = Me(1 — —) .

Dies fiihrt zu einer nur geringen Modifikationen der Energien

En = 2= 3p)
_ &( _%)
n? M
=
Ry m m
AE, = FEP_pH_—-2(—=_ "=
B Ry me.
- n2 2M,
——
2,7.10—4
AN = o
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7.3.4 Wasserstoff-Wellenfunktion

Aufgrund von (7.20) hat der letzte nicht verschwindende Term in der Rei-
he ((7.17)) den Index u* = n — [ — 1. Die Reihe lautet daher

n—Il—1
F(r)=r'tt Z c, : (7.22)

pn=0

Die Funktion F(r) ist somit ein Polynom n-ten Grades.

Die gesamte Wasserstoff-Wellenfunktion ist
Xnl + m
Wi (7) = 225V (0, )

Fiir den Radialteil der Wellenfunktion haben wir bisher gefunden

nlr 1
R (r) = X ;( ) = e 7" Fyu(r) - = e~ oyt e
n=0
7
T nag

Die weitere Berechnung der Koeffizienten c, erfolgt iiber die Rekursions-

gleichung (7.19). Dabei kommt man zu der sogenannten entarteten Hy-

pergeometrischen Funktion

i —v(—v+1)...(—v+pu—1) (2yr)*
ala+1)...(a+p—1) !

lFl(_V7 «, 2fyr) =
pn=0

einem Polynom vom Grad v. Sie hidngt mit dem orthogonalen Laguerre-
Polynomﬂ L% vom Grad v zusammen

v+a-—1
v

Lo N z) = ( ) 1 (v, o, 297)

Man erhilt schliefdlich den

2 Es gibt in der Literatur zwei unterschiedliche Definitionen der Laguerre-Polynome.
Zwischen der hier verwendeten Definition L$ und der anderen Definition L besteht die

Beziehung L& = é;_:);;ig+a
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

ORTSANTEIL DER WASSERSTOFF-WELLENFUNKTIONEN

T n—I_{— . 1/2
Ay =X = e () e e e

~ e S

1/2
2n(n—l—1)!) (20 +1)!

X 1F1(l+1—n,21—|—2,2’)/7“)

Normierung

Die Normierung der Wellenfunktion ist so gewahlt, dass

o) 2
/ <—X”l(r)> Pdr=1 . (7.23)
0 T

Der Faktor r? stammt vom Volumenelement d®r = r2drd() und stellt sicher,
dass die Wellenfunktionen zusammen mit dem Winkelanteil orthonormal
sind.

Bohr-Somerfeld

Interessant ist der Vergleich mit dem Bohr-Sommerfeld-Modell fester quan-
tisierter Elektronbahnen, im Fall mit maximalem Drehimpuls/ =n —1.In
diesem Fall ist ;F7(0,2n;7) = 1 und der Radialanteil der Wellenfunktion
vereinfacht sich zu

Xn,n—l(r) _ (27)3/2 1 V2 (Q/YT)H_I e T
T 2n(2n — 1)!

Die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte ist

p(r) = ’Xn,n—1(7")|2 o (2yr)e™ " = e~ 2 +(2n) In(2y7)
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Sie hat ein Maximum bei r = % = n2ay. Diese Werte stimmen mit dem Ra-
dius der Bohr-Sommerfeld-Theorie tiberein. Diese Ubereinstimmung soll-
te aber nicht iiberbewertet werden, da die Elektronen nicht auf klassischen
stationdren Bahnen umlaufen.

Erwartungswerte

Mit der Wellenfunktion ¥,,,, konnen z.B. folgende oft benotigte Erwar-
tungswerte berechnet werden

(r) = ;—2 (3n2 — 1+ 1)) (7.24a)
an?
(r¥) = # (5n2 +1-3I(1+ 1)) (7.24b)
1 Z
()= a (7.24¢)
Wellenfunktionen

Fiir spdtere Rechnungen benétigen wir die

GRUNDZUSTANDSWELLENFUNKTION DES H-AHNLICHEN ATOMS

73 1/2
broo(r 0, ) — (—) i (7.25)

ag

Das Maximum des Radialanteils der Aufenthaltswahrscheinlichkeit |21 (r)?|
liegt bemerkenswerterweise beim Radius a, der auch aus dem Bohrschen
Atommodell folgt.
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Weitere Radialwellenfunktionen R,; (normiert nach (7.23)) sind

3

7\ 2
Rip(r) =2 (a_) e~ Zr/ao (7.26)

0

3

Z \2 Zr

R20(T) =2 (2—%) (1 — 2—@(}) G_Zr/(an)
3
1 ZN\N2Zr 50

Ry (r) = ﬁ (%) a—oe Zr/(2a0)

7.3.5 Korrekturen zum Wasserstoffspektrum

Die Schrodingergleichung enthilt nicht die gesamte Physik des Wasser-
stoffatoms. Korrekturen ergeben sich aus:

o Relativistischer Einteilchenphysik (Dirac-Gleichung). Sie ist fiir das
Wasserstoffatom exakt 1osbar. Der Spin des Elektrons ist automatisch
enthalten. Raumliche Rotationen werden vom Gesamt-Drehimpulsoperator

=1 + g erzeugt, wodurch die sogenannte Spin-Bahn-Kopplung ent-
steht. (Bei der Schrodingergleichung kann man sie von Hand hinzu-
fiigen). Die Energien des Wasserstoffatoms hiangen nicht nur von n,
sondern auch von j ab. Letztere Abhéngigkeit ist die Feinstruktur des
Spektrumes.

e Relativistischer Vielteilchenphysik (Quantenelektrodynamik, QED),
mit Elektronen, Positronen, und Photonen. Sie ergibt (storungstheo-
retisch berechnet) die sogenannte Lamb-Shift, z.B. eine Aufspaltung
der Niveaus ?s; , und ?p .

o Wechselwirkung des Elektrons-Spins mit dem Kernspin. Hieraus re-
sultiert die (ebenfalls storungstheoretisch berechnete) Hyperfeinstruk-
tur, mit weiteren Aufspaltungen gemifs der Quantenzahl des Ge-
samtdrehimpulses von Elektron und Kern. Die Aufspaltungen sind
um einen Faktor O(1000) kleiner als diejenigen der Feinstruktur.

Zusammen reproduzieren diese sehr genau berechenbaren quantenme-
chanischen Effekte das Spektrum von Wasserstoff-dhnlichen Atomen mit
extrem hoher Genauigkeit.
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Anwendungen:
Zwei-Zustands-Systeme

Bei Systemen mit nur zwei relevanten Zustidnden sind quantenmecha-
nische Effekte am starksten. Solche Systeme werden auch fiir besonders
wichtige Anwendungen der Quantenmechanik benutzt, wie z.B. Magnet-
resonanz, Laser, oder Quantencomputer.

8.1 Nicht-zeitabhingige Wechselwirkung

Zunéchst betrachten wir ein System, in dem ein Teilchen zwischen zwei
Zustdnden tunneln kann. Als Beispiel dient uns das Ammoniak-Molekiil.

8.1.1 Doppelter Potentialtopf: Beispiel NH;

Im Ammoniak-Molekiil N H; bilden die Wasserstoffatome ein (vertikal ge-
dachtes) Dreieck, die Basis einer Pyramide. Das Stickstoffatom kann sich
in gleichwertigen Positionen links oder rechts der Ebene des Dreiecks be-
finden, zwischen denen es eine Potentialbarriere gibt, durch die das Stick-
stoffatom (relativ zur Ebene der Wasserstoffatome) tunneln kann.

Die potentielle Energie fiir das Stickstoffatom ist symmetrisch fiir Koordi-
naten x links bzw. rechts der Ebene. Deshalb sind alle Eigenzustdnde von
N Hj auch Eigenzustdnde des Paritdtsoperators, d.h. symmetrische bzw.
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8.1. Nicht-zeitabhangige Wechselwirkung

antisymmetrische Zustiande |5 4) mit

wS’A(l’) = :|:1/JS7A<—ZI}>, (81)

wobei z die Koordinate senkrecht zur Basisebene ist. Aus dem Knotensatz
wissen wir, dass der Grundzustand symmetrisch ist, und der erste ange-
regte Zustand antisymmetrisch/l]

A
II “
v =2 - & = !

Abbildung 8.1: Links: Niherungsweise realistisches Doppelmuldenpotential
und idealisiertes Kastenpotential fiir das Stickstoffatom in N Hs. Mitte: Skizze
der tiefstliegenden Eigenfunktionen. Rechts: Die Linearkombinationen | r) =

(1) £ [9a)) / V2.

Um die folgenden Uberlegungen zu vereinfachen, behandeln wir das Po-
tential fiir das Stickstoffatom ndherungsweise als einen unendlich tiefen
doppelten Potentialtopf (s. Abb. mit einer Barriere der Hohe V;. Wir
werden nur die beiden tiefstliegenden Eigenzustdnde [¢5) und |i¢4) be-
rechnen. Die Rechnung verlduft analog zum endlich tiefen Potentialtopf
(Kap. . Die Wellenfunktion muss bei z = (£ + a) verschwinden. Bei
Ammoniak ist 1 (viel) grofSer als die tiefstliegenden Eigenenergien. Der
Ansatz lautet dann

+csink(4 +a+x) (linker Bereich)
¢’ cosh kx (Mitte, symmetrisch)

VYsalz) = (8.2)

c sinh kx (Mitte, antisymmetrisch)
¢ sink(4+a—z) (rechter Bereich)

!Es gibt natiirlich weitere angeregte Zusténde, auch beziiglich Rotations- und internen
Vibrationsmoden. Diese kénnen hier unberticksichtigt bleiben.
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mit k = vV2mE/hund k = \/2m(Vy — E)/h. Aus den Stetigkeitsbedingun-
gen folgt

k d
tanka = —- coth (8.3)
K 2

fiir die symmetrische, und dasselbe mit tanh fiir die antisymmetrische Lo-
sung. Diese Gleichungen kann man numerisch oder graphisch losen. Qua-
litativ konnen wir die Form der Wellenfunktionen fiir den Grundzustand
und den ersten angeregten Zustand schon ohne weitere Rechnung skiz-
zieren, aufgrund der friiheren Ergebnisse beim endlich tiefen Potential-
topf, dem Knotensatz, und der Stetigkeit von (x). Eine solche Skizze ist

in Abb. 8.1 wiedergegeben.

Wir betrachten zundchst den Grenzfall, dass die Potentialbarriere unend-
lich hoch ist. Dann muss die Wellenfunktion innnerhalb der Barriere ver-
schwinden (¢ = 0) und wir haben zwei unendlich tiefe Potentialtopfe, mit

. . 2 p2 .
den Eigenenergien WQZWQ' , d.h. der Grundzustandsenergie

Eoo:7r12h2

(8.4)

2ma?

in beiden Topfen. Die Zustande links und rechts sind hier orthogonal und
man kann beliebige Linearkombinationen der Zustdnde gleicher Energie
bilden, insbesondere auch solche, die gleichzeitig Eigenfunktionen vg 4 (z)
des Paritdtsoperators sind. Dies sind hier die Summe bzw. Differenz der
Grundzustandsfunktionen in den beiden Topfen, beide mit derselben Ener-
gie F.

Bei NV H; ist die Potentialschwelle zwischen den beiden Topfen nicht un-
endlich grof3, aber gegeniiber den betrachteten Eigenenergien sehr hoch
und breit , d.h. £ < V{ und ka > 1. Die sinusférmige Wellenfunktion in
den beiden Topfen ist jetzt breiter, da sie in die Barriere hineinragt. Des-
halb ist zu erwarten, dass die Energien niedriger liegen. In der Tat erhalt
man aus die Energien der tiefstliegenden symmetrischen bzw. anti-
symmetrischen Zustdnde nach einiger Rechnung ndherungsweise zu

E&A ~ Fu + A (85)
mit

4ede
Ka

2
EM = Eoo (1—E> und A ~ Eoo

(8.6)
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und K = /2m(Vy — E). Die Energien sind in Abb. Veranschaulicht.
Die Energie E), liegt niedriger als E. Die Energien von |¢g) und |t¢4)
unterscheiden sich um die Aufspaltung 24, mit der sogenannten Tunnel-
amplitude A (s.u.).

E,

—— E,

EM —< 2A

— ES

Abbildung 8.2: Tiefstliegende Energien des doppelten Potentialtopfs

Fiir die Aufspaltungsenergie 2A sieht man in die charakteristische
exponentielle Abhédngigkeit von der Grofse der Potentialbarriere, die wir
schon beim Tunneleffekt gefunden haben.

Tunnelfrequenz

Klassisch befindet sich das Stickstoffatom entweder links oder rechts der
Ebene, kann aber die Potentialschwelle nicht durchdringen. Aus den Ei-
genzustinden |4 ) von H kann man entsprechende Zustdnde konstruie-

ren?] (s. Abb.[8.1).
B
V2

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im jeweils gegeniiberliegenden Topf
ist dabei sehr kleinf|Umgekehrt gilt auch

[VL,R) = (|vs) F [va)) - (8.7)

1

V2

Die Zustande |¢1,) und |¢) sind aber keine Eigenzustinde des Hamiltonope-
rators.

[Yas) = (Ivr) F |vr)) - (8.8)

2Die Namen ,,Links” und , Rechts” sind hier nicht eindeutig. Man kann die Vorzeichen
auch anders wahlen.

3Sie ist nicht Null, weil Es # E, und daher der Parameter k in der Wellenfunktion
von |14) und |¢g) leicht verschieden ist.
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Wenn das Stickstoffatom zur Zeit ¢ = 0 in einem dieser Zustdnde prépa-
riert wird, etwa [¢(0)) = [¢r) = J5 (|s) + [¢a)), dann lautet die Zeit-
entwicklung

() = e i (0) |
= 5 (eH5 ) + ekt ) (89)
= de it (fus) + ehEs Py )

Das Teilchen schwingt daher mit einer Frequenz wy,
hwy = Ea—Es = 2A. (8.10)

zwischen den beiden Zustinden |¢z) und |¢;) hin und her ! Dieser Uber-
gang ist nur aufgrund des Tunneleffekts moglich.

Bei Ammoniak ist die Energiedifferenz 24 ~ 10~*eV. Das Ammoniak-
Molekiil schwingt deshalb (nach entsprechender Anregung) mit der Fre-
quenz w = 2A/h ~ 24 GHz.

In der gleichartigen Arsen-Verbindung AsHj ist die Tunnelamplitude A
sehr viel kleiner als bei NV H3, weil Arsen etwa fiinf mal grofSer als Stickstoff
ist. Wenn AsHj; in den Zustand [¢p) gebracht wird, schwingt es deswegen
mit der extrem kleinen Frequenz von ~ 107®*Hz, d.h. es tunnelt fast gar
nicht durch die Barriere und verhilt sich in diesem Sinne fast klassisch.
Die exponentielle Abhingigkeit der Tunnelamplitude hat hier drastische
Auswirkungen.

Spontane und stimulierte Emission

Wenn ein isoliertes Ammoniak-Molekiil in den angeregten Zustand |1/ 4)
gelangt, z.B. durch Absorption eines Photons, féllt es nach einiger Zeit
in den Grundzustand zuriick, unter Aussendung eines Photons der Fre-
quenzw = 2A/h ~ 24 GHz, d.h. einer Wellenldnge von 1.25 cm. Dies nennt
man ,spontane Emission”. Die Lebensdauer des angeregten Zustands ist
bei spontaner Emission sehr lang (ca. 1 Monat).

Dies ist anders, wenn gleichzeitig schon sehr viele Photonen der Frequenz
w vorhanden sind. Diese sind Bosonen, die alle im gleichen Quantenzu-
stand vorliegen konnen. Dann erhoht sich bei N solcher Photonen die Rate
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fiir die Emission eines weiteren Photons um den Faktor N + 1 wie Einstein
schon 1917 erkannte. Dies nennt man ,,stimulierte Emission”.

Dieses Phanomen kann man auch semiklassisch beschreiben: in einem
elektrischen Feld der Frequenz w wéchst die Zerfallsrate proportional zur
Energie des Feldes, d.h. zum Quadrat der Feldstdarken. Die Lebensdauer
wird dadurch sehr viel kleiner, z.B. bei N Hs ca. 10~? Sekunden bei einem
elektrischen Feld von 10°V/m.

Die Emission von Licht durch N Hj erfolgt mit einer sehr scharf definier-
ten spektralen Linie, mit der es z.B. in interstellaren Wolken trotz deren
extremer Verdiinnung detektiert werden kann (s.u.).

Tunnelamplitude

Der Hamiltonoperator lautet in Matrixform in der Eigenbasis |¢)s), [t)4)

[ Es 0
H_(O EA). (8.11)

Die beiden tiefstliegenden Zustdnde |15 4) sind Linearkombinationen von
| r). Man kann im Raum der beiden tiefstliegenden Zustinde daher
auch |11, ) als Basis wihlen. Die Matrixelemente von H in diesen Zustin-
den sind

. 1 ~ Es+ E
@l i) = 5(Wsl = @al)| (1) = lea) = =254 = By,
(o H|r) = M:A, ete.. (8.12)

2

Der Hamiltonoperator hat in der Basis |¢'r), |¢/,) daher die Gestalt

. E]V[ A
H = < ) EM) . (8.13)

Durch die endliche Potentialbarriere erscheint also zwischen den im lin-
ken bzw. rechten Topf lokalisierten Zustéanden |t} ) ein ,Ubergangsma-
trixelement” (oder ,Tunnelamplitude”) H;r = A. Dies taucht analog et-
wa auch bei der Beschreibung von Elektronen in einem Festkorper auf,
in Gestalt eines ,Hiipfoperators” zwischen Eigenzustdnden benachbarter
Atome.
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8.1.2 Hamiltonoperator mit Nichtdiagonalelementen

Wir betrachten nun noch einmal allgemein ein System mit zwei Zustédn-
den |1) und |2). In der Basis dieser Zustdnde sei der Hamiltonoperator
H, diagonal, mit Eigenwerten E; und E,. Er hat somit die Matrixdar-
stellung Hy = ([ ES) Zusitzlich sei eine Wechselwirkung V gegeben,
die Ubergdange zwischen den Zustdnden |1) und |2) erlaubt. Der Gesamt-

Hamiltonoperator [/ = Hy, + V hat dann die Matrixdarstellung

o Ey
H = < Y EQ) ) (8.14)

Dies ist schon der allgemeinste zweidimensionale hermitesche Hamiltonopera-
tor. Die Eigenenergien von H erhélt man durch Nullsetzen der entsprechen-
den Determinante zu

E, +E E, — B\
E, = 1; 2 4 \/(%> + |2 (8.15)

Wir sehen, dass sich der Abstand zwischen den Energien durch die zu-
satzliche Kopplung v immer vergrofiert.

Wenn das System zu irgendeinem Zeitpunkt nicht in einem der Eigenzu-
stande |4 ) ist, dann oszilliert es danach mit fiwy = E, — F_ zwischen
entsprechenden Linearkombinationen der Eigenzustande.
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8.2 Spin im konstanten + rotierenden Feld:
Resonanz

Wir betrachten ein ruhendes Spin—% Teilchen in einem magnetischen Feld.
Der Hamilton-Operator ist

~

H = —uBS. (8.16)
mit 1 = g5L-. Zunéchst wirke nur ein
konstantes Feld (0,0, By) in z-Richtung.

Dann sind die Eigenzustdnde [t) = |+2) und ||) = |—=2), und die Energien
sind By, = FuBy%. Wenn das System anfangs nicht in einem Eigenzu-
stand ist, dann rotiert der Vektor des Spinoperators (im Heisenbergbild)
mit der

Larmor-Frequenz ~ wy, = (Ey — E))/h = —ubB, (8.17)

um die z-Achse (s.a. Kap. 3.5.3). Dabei ist hw, gerade der Energieunter-
schied zwischen den Zustdnden | +z) und | — z). Zusétzlich schalten wir
nun ein

in der xy-Ebene mit der Frequenz w rotierendes Magnetfeld ein, 8.18)
B = (B coswt, By sinwt, By) . .

Der Hamiltonoperator ist jetzt explizit zeitabhingig. Wir miissen die zeit-
abhingige Schrodingergleichung ih4 |¢(t)) = Hy(t)) losen. In der
z-Darstellung

) = er[t) + ) (8.19)

wird aus H die Matrix — M% (Byo, + Byo, + B.o,) und die Schrodingerglei-
chung lautet

o d c h wo = wpe vt st
h— ) = 3 . 8.20
Y ( c ) 2 ( wiet@t  —wy ) ( c )’ (8.20)

wobei w; proportional zur Starke des mit w rotierenden Feldes ist:
wy = —ub; (8.21)
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Die Bewegungsgleichung kann man durch eine Basistransformation auf ei-
ne mit w rotierende Basis 16sen. Dies entspricht der Substitution (Ansatz)
¢y, (t) = exp(Fiwt/2) by | (t) und man erhdlt

. d b h Wy — W w1 bT
h— (T ) = = . 8.22
ldt<b¢) 2( W w—w0>(b¢> (522

In der neuen Basis ist der Hamiltonoperator nicht mehr zeitabhdngig und

sofort 16sbar. Die Eigenenergien sind gemafs Gl. (8.15) gleich + A mit
1
Q= V@ —wo)? + i, (8.23)

d.h. der Hamiltonoperator hat in der Eigenbasis die Matrixform (

h(? —OﬁQ) :

Wir betrachten nun den Fall, dass der Spin anfangs im Zustand |[1) ist, d.h.
¢+(0) = b4(0) = 1. Dann erhlt man nach einiger Rechnung’|

b(t) = —12% sin Qt . (8.24)

Die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢ den Zustand ||) zu finden, ist | (¢)|* =
|by(t)|* und somit exakt durch die

RABI-FORMEL

e, ()] = (;—;2)2 sin? Ot (8.25)
_ (uB1)? sin? V(w—w)? + (uB))t
= G P+ UGB 5 (8.26)

gegeben, mit wy = —pBy und w; = —pB;. Diese Wahrscheinlichkeit oszil-
liert mit der Frequenz €. Sie ist in Abb.[8.3/dargestellt.

Die Stédrke dieser Energie-Oszillation hdngt von der Amplitude

2 1
EO o2
1+ (‘*’;;"0>
der Rabi-Oszillation ab. Sie ist in Abb.|8.4|dargestellt und zeigt eine

Resonanz (mit der sogenannten ,,Lorentz-Form” ; Jrlx2)

mit einem Maximum bei w = wy, d.h.

4Siehe z.B. Cohen-Tannoudji, 5.413 ff.
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Abbildung 8.3: Rabi-Oszillationen. Wahrscheinlichkeit |c,(¢)|?, den Zu-
stand | |) anzutreffen, als Funktion von 2¢; dargestellt bei der Resonanz,
w = wp (rot), und knapp daneben, |w — wy| = 3|w;| = 3|uBy| (blau).

I

[
| \
/ \

/ \
N

Abbildung 8.4: Amplitude der Rabi-Oszillationen als Funktion von #_*¢.

wenn die Frequenz des rotierenden Feldes gleich der Larmor-Frequenz
im Feld B ist. Die Breite der Resonanzkurve beim halben Maximalwert ist
|2w;| = |2pB4|, und somit zur Stdrke des rotierenden Feldes proportional.
Die Resonanz wird daher bei kleinem rotierendem Feld B; sehr scharf.
(Wenn man B, aber zu klein wihlt, wird |¢,|? zu klein fiir Messungen.) Ei-
ne offensichtliche Anwendung ist die Messung der Larmor-Frequenz und
damit des magnetischen Moments . I. Rabi (Nobelpreis 1944) konnte 1938
auf diese Weise mit Molekiilstrahlen das magnetische Moment des Pro-
tons 1000 Mal genauer messen als mit dem Stern-Gerlach-Apparat.

Wir schauen uns auch den Erwartungswert von H wihrend der Oszilla-
tion an. Der Einfachheit halber nehmen wir dafiir w = wy und wy > 0 an.
Wenn ¢, (0) = 0, dann ist [¢)) = | 1) und gemafs GL (|H W) = B wo.
Nach einem Viertel der Periode 7" = 27 /Qist ¢ () = 1, d.h. der Spin ist um
180 Grad gedreht, |¢) = | |) und (| H |1) = —2wy. Deswegen verringert sich
der Erwartungswert der Energie des Teilchens im ersten Viertel der Periode und
vergrofiert sich im zweiten Viertel wieder. Da insgesamt keine Energie er-
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zeugt werden kann, gibt das Teilchen im ersten Periodenviertel offenbar
Energie an das Magnetfeld ab, und nimmt sie im zweiten Viertel wieder auff|

Bei der Resonanzfrequenz w = wy ist 22 = w;. Bemerkenswerterweise ist
die Wahrscheinlichkeit |c,(¢)|> = sin?(Qt) bei kurzen Zeiten proportional
zu O ~ w} = uB}, d.h. proportional zur Energie des Feldes: je stirker das
schwingende Magnetfeld der Stirke w, ist, desto wahrscheinlicher findet
ein Zerfall statt, unter Aussendung eines weiteren Photons der Frequenz
wo (stimulierte Emission).

Die Rabi-Formel bleibt in guter Ndherung giiltig, wenn das zeitabhéngige
Magnetfeld linear schwingt, statt gemafs GL. zu rotieren. Man kann
das linear schwingende Feld als Summe eines rechts- und eines links-
rotierenden Felds schreiben:

B B
(2B; coswt,0,0) = (71 coswt, By sin(wt), 0) + (71 coswt, By sin(—wt), 0).

Wenn das rechtsrotierende Feld in der Ndhe der Resonanz ist, w ~ wg, und
w viel grofler als die Resonanzbreite 2w, ist, dann ist das linksrotierende
Feld mit Frequenz —w eine Stoérung, die von der Resonanz weit weg liegt
und deshalb fast keinen Beitrag zu |c, |* liefert und vernachlissigt werden
kann (sogenannte ,rotating wave approximation”).

8.21 NMR

Mit der Weiterentwicklung der Mikrowellentechnik wurden vielféltige An-
wendungen moglich. Bloch und Purcell (Nobelpreis 1952) entwickelten
unabhidngig voneinander 1945 die Kernspinresonanz (NMR) in Festkor-
pern. Aus den unterschiedlichen Energien der Zustinde |1) und ||) im
Feld B, folgt, dass sie im thermischen Gleichgewicht unterschiedlich be-
setzt sind. Bei Raumtemperatur und By, = 1T betrdgt der relative Beset-
zungsunterschied fiir den Spin von Wasserstoffkernen (Protonen) aber nur
etwa 107, Wegen der makroskopischen Zahl von Teilchen im einem Fest-
korper reicht dies aber aus, um die Zeitentwicklung der Besetzungszah-
len messen zu konnen. Typischerweise verwendet man hierbei ein linear
schwingendes Magnetfeld.

>Wir behandeln das elektromagnetische Feld hier klassisch. Eine quantenmechanische
Berticksichtigung der Photonen benétigt die Quantenelektrodynamik.
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Die Resonanz kann man z.B. iiber die Absorptionsrate des zeitabhdngigen
Feldes messen. Oft geht man aber anders vor und legt das oszillierende
Feld in Pulsen der Dauer einer viertel Rabi-Periode an, so dass |c;|* nach
einem Puls maximal ist. Danach relaxieren die Spins in einer charakteri-
stischen Zeitskala namens 73 (,longitudinale Relaxationszeit”, typisch 1
Sekunde(!)) zuriick zum Gleichgewichtszustand und senden dabei Pho-
tonen der Energie fw, aus. Diese kann man als Magnetfeld der Frequenz
wo mit der gleichen Spule messen, mit welcher der Puls erzeugt wurde.
Bei einem Puls von einer achtel Rabi-Periode ist der Erwartungswert der
Spins danach in der zy-Ebene ausgerichtet; die Spins relaxieren mit ei-
ner kiirzeren Zeit T, (,transversale Relaxationszeit”, typisch 0.1 Sekun-
den) zuriick zum Gleichgewichtszustand. Die angesprochenen Protonen
sind nicht frei, sondern wechselwirken auch mit ihrer Umgebung im Fest-
korper. Die Werte der Relaxationszeiten hdngen deshalb von ihrer Umge-
bung ab. Anhand der Resonanzfrequenz w, und der Zeiten T}, T kann
man sehr genau verschiedene Atome unterscheiden. Die Fouriertransfor-
mation der zeitlichen Information ergibt dabei charakteristische Spektren.
Auch die chemische Umgebung hat Einfluss, da die umgebenden Elektro-
nen die Resonanzfrequenz verandern. Wechselwirkung mit benachbarten
Spins kann zu Linienaufspaltung fiihren und so Auskunft {iber chemische
Bindungen geben. R. Ernst (Nobelpreis 1991) fiihrte kompliziertere Puls-
formen ein, mit deren Hilfe man gleichzeitig viele Frequenzen analysieren
kann. Ortsauflosungen bis hinunter zu etwa 0.02 mm sind moglich.

Anwendungen der NMR sind zahlreich, u.a. in der Physik, Chemie, Biolo-
gie (Strukturanalyse von Polymeren, Nobelpreis 2002), und sogar bei der
Olsuche (Analyse der Oberflachen in einem Bohrloch).

8.2.2 MRT

Besonders wichtig sind inzwischen die Anwendungen in der Medizin, be-
kannt unter den Namen Magnetresonanztomographie (MRT oder MR),
oder Magnetic Resonance Imaging (MRI)H

Es wird fast ausschliefslich die Resonanz von Wasserstoffkernen benutzt,
mit supraleitenden Magneten bei Magnetfeldern von 1-3 Tesla. Unterschied-

®Der Name , Kernspintomographie” wird in der Medizin kaum noch benutzt, weil er
falsche Assoziationen wecken konnte...
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liche Gewebe werden anhand des Einflusses der chemischen Umgebung
auf wy und vor allem auf 77 und 75 detektiert. Der wichtigste Aspekt der
Medizinischen Anwendungen ist die Bildgebung. Sie wird durch zusitzli-
ches Anlegen von zeitlich verdnderlichen Magnetfeld-Gradienten in allen
drei Raumrichtungen ermdoglicht, welche lokal die Resonanzfrequenz und
Phase verdndern (Lauterbur und Mansfield ab 1973, Nobelpreis 2003) und
dadurch dreidimensional aufgeldste Bilder ermoglichen mit einer Auflo-
sung von etwa 1 mm. Die Rekonstruktion der Bilder erfolgt {iber Fourier-
transformationen.

Inzwischen sind NMR-Aufnahmen in ca. 0.1 Sekunden moglich gewor-
den, und dadurch z.B. die Echtzeit-Untersuchung von Gehirn-Aktivitaten.

8.3 Maser und Laser

Zu den spektakuldrsten Anwendungen der in Kap. 8.2/ untersuchten Phy-
sik gehoren Maser (,,Microwave Amplification by Stimulated Emission of
Radiation”) und das etwas spater entwickelte optische Pendant, der Laser.
Wir besprechen zuerst die urspriingliche Entwicklung, den Ammoniak-
Maser (Townes, Basov, Prokhorov 1954, Nobelpreis 1964).

Bei einem Maser wird zunéchst ein Strahl von Ammoniak-Molekiilen durch
ein elektrisches Feld £ geleitet. Ammoniak (/N H3) hat ein elektrisches Di-
polmoment, das zur Position (links/rechts) von N korrespondiert und an
das Feld koppelt. In einem schwachen Feld sind die neuen Eigenzustinde
|¢1) von N Hs dann kleine Modifikationen des urspriinglichen Grundzu-
stands |¢s) und des angeregten Zustands [ 4):

V) = |Ys) +c&lYa) und [y) = |Pa) —c&lYs) , (8.28)

(mit einer Konstanten c). Parallel bzw. antiparallel zum Feld ausgerichtete
Molekiile entsprechen deswegen unterschiedlichen Eigenzustdanden.

Man wiéhlt nun das Feld inhomogen (z.B. in y und z Richtung anwach-
send). Auf die Molekiile wirkt dann eine Kraft, die es analog zum Stern-
Gerlach Experiment erlaubt, parallel und antiparallel zum Feld ausge-
richtete Molekiile zu trennen. Man prépariert so einen Strahl im Zustand
|1) =~ |1ha). In diesem tiberwiegt der Anteil des angeregten Zustands |t 4)
von N H; gegeniiber dem des Grundzustands |s) (Besetzungsinversion).
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Der Strahl wird nun in einen Resonator geleitet, in dem ein Mikrowellen-
feld der Frequenz w ~ wy existiert (24 GHz). In einem solchen schwin-
genden elektrischen Feld hat der Hamiltonoperator dieselbe Form wie Gl.
(8.20). Daher wird wieder im ersten Viertel der Rabi-Oszillation Energie
von den N Hs-Molekiilen an das elektromagnetische Feld abgegeben. Die Flug-
zeit der Molekiile wird auf hochstens diese Zeit eingestellt. Somit wird
das Feld mittels der hindurchfliegenden N H3-Molekiile verstirkt.

Der Maser kann als sehr empfindlicher und rauscharmer Verstarker ver-
wendet werden, speziell auch zur Messung der N Hs-Linie in der Astro-
physik. Analog funktioniert der Wasserstoff-Maser zur Verstarkung der
21 cm Linie. Mit dhnlichen Verfahren arbeiten auch Atomuhren (Ramsey
1949, Nobelpreis 1964), wie z.B. die Casium-Standard-Uhr mit einer rela-
tiven Genauigkeit von 107!, die man etwa in der Astrophysik oder auch
beim GPS nutzt. Inzwischen sind sogar Ein-Atom-Maser moglich, die als
Quelle einzelner Photonen dienen.

Ubertragen auf optische Frequenzen erhilt man den LASER, der oft auf
Festkorperbasis realisiert wird. Die Besetzungsinversion erzeugt man hier
haufig mit Hilfe von weiteren Energieniveaus. Gleich wie beim Maser ist
das Prinzip, dass eine elektromagnetische Welle (Lichtstrahl) der passen-
den Frequenz durch das Zuritickfallen der Elektronen von den erzeugten
angeregten Zustdnden erheblich verstarkt wird.

Ganz wesentlich bei Maser und Laser (Light Amplification by Stimulated
Emission of Radiation) ist der Effekt der jeweils schon vorhandenen Photo-
nen, welche, wie schon erwahnt die Emissionsrate drastisch erhchen (sti-
mulierte Emission), proportional zur Anzahl schon vorhandener Photo-
nen, d.h. zur Energiedichte des elektromagnetischen Feldes, die deswegen
mittels Resonatoren erhoht wird. Die vollstandige Beschreibung bendtigt
die Vielteilchen-Theorie, die kurz in der Fortgeschrittenen Quantenmechanik
und ausfiihrlicher in der Vorlesung Quanten und Felder eingefiihrt werden
wird.
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Kapitel 9

Gemischte Zustiande: die
Dichtematrix

Wir haben bisher immer ein einzelnes Teilchen behandelt, mit Orts- und
Spin- (bzw. Polarisations-) Eigenschaften. Wir haben aber oft nur eine die-
ser Eigenschaften diskutiert und die andere ignoriert. Dies ist u.a. dann so
trennbar, wenn das Teilchen in einem sogenannten Produktzustand ist,

|Gesamtzustand) = |Zustand im Ortsraum) ® |Zustand im Spinraum).

(Siehe auch Kap.[9.5.2). Oft haben wir auch nur die x-Richtung betrachtet
und dabei implizit vorausgesetzt, dass

[0) = [W2) [y) [¥2) [Vspin) & (T, 0) = Pi(x) ¥2(y) ¥3(2) Yspin(o)

dass also der Zustand im Ortsraum selber ein Produktzustand ist, der in
Anteile beziiglich der Koordinatenrichtungen z, y, z zerfillt. Ein quanten-
mechanischer Zustand enthélt aber in der Regel eine nicht faktorisierbare
Linearkombination von Produktzustinden und man kann dann z.B. Ort und
Spin (bzw. Polarisation) nicht mehr ohne Weiteres getrennt behandeln. Ein
solcher , verschrankter” Zustand (s.a. Kap. 10) taucht etwa beim Stern-
Gerlach Experiment auf: der Gesamtzustand besteht vor dem Schirm aus

dem oberen Strahl mit , Spin-up” und dem unteren Strahl mit ,,Spin-down”,
etwa

1
V) = 7 (|oben,t) + |unten,|) ).

Inwieweit kann man dann noch Ort und Spin getrennt behandeln ?
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Allgemeiner muss man fragen, inwieweit man tiberhaupt ein Untersystem
(z.B. ein Teilchen) getrennt vom Rest der Welt beschreiben kann, obwohl es mit
diesem quantenmechanisch wechselwirkt.

Als eng verwandt stellt sich die einfache Frage heraus, wie man einen un-
polarisierten Strahl (etwa von Photonen) beschreiben konnte. Dies wire
ein Ensemble von Teilchen, dessen Polarisation nicht festgelegt (prapa-
riert, ,gemessen”) worden ist. Bei einer Messung der Polarisation an die-
sem Ensemble sollte man mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Polarisation
le,) wie le,) finden, beziiglich jeder beliebigen Basis |e,), |e,) der Pola-
risationsrichtungen. Es liegt zunédchst nahe, die Beschreibung mit einem

Zustand wie z.B. )
) = 7 (lex) + ley))

zu versuchen. Diese Linearkombination beschreibt aber keinen unpolari-
sierten Strahl, sondern einen polarisierten Strahl mit einer anderen Rich-
tung, hier etwa um 45 Grad gegentiber |e,) gedreht. Ein reiner Zustand
(dargestellt durch einen Vektor allein im Raum der Polarisationen) ist in
der Tat ungeeignet, einen unpolarisierten Strahl zu beschreiben.

Die Losung dieser Fragen liegt in einer Erweiterung (Umschreibung) des
Formalismus der Quantenmechanik auf sogenannte gemischte Zustiande.
Gemischte Zustdnde ergeben sich insbesondere, wenn man man von ei-
nem Gesamtsystemﬂ in einem reinen Zustand |¢)) nur einen Teil der Frei-
heitsgrade (ein , Teilsystem”) untersucht und zur Beschreibung nur die Frei-
heitsgrade des Teilsystems verwenden mochte. Dies betrifft eine beliebige
Untermenge an Freiheitsgraden, z.B. die getrennte Betrachtung von Spins
und/oder eine Untermenge an Teilchen.

Gemischte Zustdande sind die allgemeinsten quantenmechanischen Zustan-
de. Sie umfassen als Spezialfall auch die bisher behandelten sogenannten
“reinen Zustdande”.

Gemischte Zustdnde enthalten typischerweise Teile, die nicht miteinan-
der interferieren konnen, so dass sich die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten
(statt der Wahrscheinlichkeitsamplituden) addieren, z.B. die Wahrschein-
lichkeiten, eine Polarisation |e,) bzw. |e,) zu finden. Gemischte Zustdn-
de kann man auch verwenden, um ein quantenmechanisches System for-
mal zu beschreiben, iiber das man nur unvollstandiges Wissen besitzt.

1z.B. das gesamte Universum (?)
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Kapitel 9. Gemischte Zustande: die Dichtematrix

Gemischte Zustinde werden statt tiber einen Vektor |¢) tiber den soge-
nannten Dichteoperator p bzw. {iber seine Darstellung in einer Basis, die
,Dichtematrix” beschrieben.

9.1 Erwartungswerte in einem Teilsystem eines
reinen Zustands
Wir betrachten zwei Beispiele: zunéchst ein Doppelspalt-Experiment mit

Teilchen, die alle den Spin | 1) besitzen und schreiben fiir den Zustand der
einzeln auftreffenden Teilchen am Ort des Schirms

) = %(\Spaltl,ﬂ + [Spalt2.1) ) ©.1)
1
- E(|spa1t1> + |Spalt2>> ® 1), 9.2)

wobei ,Spalt 1” fiir den Anteil steht, der durch den oberen Spalt gegan-
gen ist und wir [Spalt 1,1) = |Spalt1) ® | 1) benutzt haben. Dies ist ein
Produktzustand aus Orts- und Spin-Freiheitsgraden. Wir berechnen die
Wahrscheinlichkeit |[(¢4]|2)|? = (¥4|z)(z|4), das Teilchen an einem Ort
auf dem Schirm zu finden. Sie ist gleich dem Erwartungswert des Opera-
tors O, := |z)(z| :

(rlOufv) = 5 (11 ((Spalt1] + (spalt2] ) O, ((spalt1) + |Spalt2) ) |1)
1

= 5 ( (Spalt1| + (Spalt 2| ) O, ( |Spalt1) + |Spalt2) )
wegen (1|1) = 1. Im Ergebnis kommt der Spin nicht mehr vor. Wir erhal-
ten fiir den Produktzustand |¢) dasselbe Ergebnis wie ohne Berticksich-
tigung des Spins, namlich typischerweise quantenmechanische Interferenz
zwischen den beiden Strahlen aufgrund der Terme (Spalt 1| O, |Spalt 2)
und (Spalt 2| O, [Spalt 1).

Als zweites Beispiel betrachten wir ein Gedankenexperiment, bei dem auf
den Doppelspalt die beiden Strahlen eines Stern-Gerlach-Experiments auf-
treffen. Der Zustand am Schirm sei jetzt

1
) = ﬁ(ﬁpaltm + ISpalt2,) ). 9.3)
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9.2. Dichteoperator, Gemischter Zustand

Dies ist ein zwischen dem zu messenden Teilfreiheitsgrad ,Ort” und dem
bei der Messung ignorierten Spin verschrinkter Zustand, den man nicht
als Produktzustand |¢ort) ®[1)spin) schreiben kann. Die Auftreffwahrschein-
lichkeit wird jetzt zu

< (Spalt1,1| + (Spalt2,| | > O, < |Spalt1,1) + |Spalt2,]) )

(Spalt 1| O, |Spalt1) + (Spalt2| O, |Spalt2)

(W |Oplibyy) =

N — DN -

wegen (T|1) = 1 und wegen (1|]) = 0. Die gemischten Terme und damit
die Interferenz sind bei diesem verschrankten Zustand verschwunden !
Wir erhalten die beiden klassischen Einzelwahrscheinlichkeiten fiir Teilchen,
die entweder durch den ersten oder durch den zweiten Spalt gehen. Dies
liegt daran, dass die Teilchen an Spalt 1 (mit Spin | 1)) mit denen an Spalt
2 (mit Spin |])) wegen (1|]) = 0 nicht interferieren kénnen.

Wir brauchen somit zur Beschreibung von Teilsystemen einen Formalis-
mus, der sowohl das Auftreten von Interferenz als auch von klassischen
Wahrscheinlichkeiten zuldsst. Die obige Beispielrechnung werden wir in
Kap. noch einmal aufnehmen.

9.2 Dichteoperator, Gemischter Zustand

Um den geeigneten Formalismus zu finden, schreiben wir die quanten-
mechanischen Wahrscheinlichkeiten fiir ein System in einem (reinen) Zu-
stand |¢) zundchst um. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung eines
hermiteschen Operators A =", a; |a;)(a;| im Zustand |¢) einen Endzu-
stand |a;) zu erhalten, und damit einen Messwert a;, ist laut Postulat

W(a:) = Kal)l® = (@) (W] as) . (9.4)

——

Py

Man kann diese Wahrscheinlichkeit daher mit Hilfe eines Operators
Py = |1) (1| ausdriicken. Zwischen verschiedenen Anteilen von |¢/) kann
dabei Interferenz auftreten.

In einem gemischten Zustand addieren sich solche Wahrscheinlichkeiten
tiir mehrere beitragenden reine Zustande, statt der Wahrscheinlichkeits-
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Kapitel 9. Gemischte Zustande: die Dichtematrix

amplituden. Das geeignete Objekt zur Beschreibung solcher gemischter Zu-
stdnde ist eine Linearkombination von Operatoren wie p,,, ndamlich

DER STATISTISCHE OPERATOR (SPEKTRALDARSTELLUNG)

po= > p le)e] mit > p, =1 9.5)

Hierbei sind |, ) orthonormale Vektoren, namlich die Eigenvektorenﬂdes
hermiteschen Operators p, und die Eigenwerte p, € [0, 1] sind Gewichte
fur die beitragenden reinen Zustinde |y, ). Dieser Operator wird auch Zu-
standsoperator oder Dichteoperator oder Gemischter Zustand genannt.

Bei einem Basiswechsel zu einer anderen Basis {¢, } erhilt p die Form

:5 = ZPW’ ‘90V><90V’| (9-6)

mit einer hermiteschen Matrix p,,,. Der statistische Operator p enthalt
die gesamte Wahrscheinlichkeitsinformation eines Quantensystems. Seine
Darstellung in einer beliebigen Basis ist die entsprechende Dichtematrix
pu bzw. die Diagonalmatrix mit den Eintragen p, .

Fiir ein System, das im Zustand p prapariert wurde, lautet nun bei einer
Messung des Operators A die

WAHRSCHEINLICHKEIT FUR DEN MESSWERT a; IM ZUSTAND p

W(a;) = {ajlpla;) = Y po Naile). (9.7)

Rechnung zum 2. Teil:

(ajlplag) = (a5l 22, o o) lpul lag) = 32, pu (ail L) (vl laz) = 32, pu [(ajl0) .
Dies ist in der Tat die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir die beitragen-
den reinen Zustinde |p,), mit Gewichten p,. Die p, kann man somit als
Wahrscheinlichkeiten interpretieren, den Zustand |p,) bei Untersuchung
des gemischten Zustands p zu finden, und / als ein statistisches Gemisch.

2Man beachte, dass die Eigenvektoren einer Spektraldarstellung innerhalb von Unter-
raumen mit konstantem Eigenwert nicht eindeutig sind, sondern beliebig unitér trans-
formiert werden konnen.
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9.2. Dichteoperator, Gemischter Zustand

Mit Hilfe von Gl. (A.25):
trOlp) (] =32, (nl0l){ln) = 32, (WIn)(nlOlp) = W|Olp)

ergibt sich aus Gl. der Erwartungswert des Operators A im Zustand j:
A N [A23 A
(A) = Y a; W) = Y a (gl pla) =D ajtr plag)(ay)
J J J

= u(p D alaal ) = uw(pAd).

J

=A

und andererseits gilt

() = 304 W) F 30 a7 p Haile)P

v

= Yop el Daslaalen) = Do led Ale)

3
-

Somit:

ERWARTUNGSWERT EINES OPERATORS A IM ZUSTAND )

Ay = w(pd) = Y nialdle). ©.8)

Diese Beziehung ist aufgrund der Invarianz der Spur unabhéngig von der
gewihlten Basis. Der Fall A = 1 ergibt mit (1) = 1:

’ trﬁzl.‘ (9.9)

9.2.1 Dichteoperator fiir einen reinen Zustand

Der statistische Operator fiir einen reinen Zustand |¢) hat die Form von

f)w in Gl. ,

p =) : (9.10)

ohne Linearkombination. Der Erwartungswert einer Observablen A geht
dann wieder in die bekannte Form tiber,

(Ay = (Y| Aly) . (9.11)
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Kapitel 9. Gemischte Zustande: die Dichtematrix

Der Zustandsvektor |¢) zu einem reinen Zustand ist nur bis auf eine Phase
bestimmt. Diese Phase hebt sich in Gl. (9.10) heraus, so dass der statistische
Operator p zu einem reinen Zustand eindeutig bestimmt ist.

Um zu entscheiden, ob ein gegebener Dichteoperator p ein reiner Zustand
ist, gibt es mehrere Moglichkeiten. Eine eindeutige Charakterisierung ist
die Form (9.10), d.h. dass ein Eigenwert von p Eins ist (und alle anderen
Null). Dagegen kann ein nicht-reiner Zustand nur als Linearkombination
von mehreren Termen der Form geschrieben werden.

Eine weitere notwendige und hinreichende Charakterisierung eines rei-
nen Zustandes ist die Bedingung

~2

2 =p . (9.12)

Sie ist notwendig, da Gl. (9.10) das unmittelbar verlangt. Dass sie hinrei-
chend ist, folgt tiber die Spektraldarstellung von p. Ebenfalls notwendig
und hinreichend ist die auf den ersten Blick schwichere Bedingung

trp? = 1. (9.13)

Die Matrixdarstellung von p (=Dichtematrix) in einer Basis, in der |¢)) der
erste Basisvektor ist, lautet einfach

1 0 ..
p= o o ...]. (9.14)

In einer anderen Basis ist |¢) eine Linearkombination, z.B.
) = all) + 2]2). (9.15)

Der Dichteoperator dieses reinen Zustands ist
po = W)@l = (all) +e02))(c (1] + ¢ (2])
~ (|Cl|2 0103)7 (9.16)

cica el

mit der Matrixdarstellung in der Basis |1), |2). Interferenz kann tiber ge-

mischte Matrixelemente wie (1|A[2) = tr (fl |2><1|) einer Observablen A
auftauchen, d.h. tiber die Nichtdiagonalelemente c,c und cjc,. (Nichtdiago-
nalelemente treten aber aufier in der Eigenbasis von p in jeder anderen Ba-
sis auf. Ihr Vorhandensein bedeutet nicht automatisch auch Interferenz.)
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9.3. Unpolarisierter Strahl

9.2.2 Schrodingergleichung fiir einen gemischten Zustand

Aus der Zeitentwicklung des Zustandsvektors erhalten wir auch die Zeit-
entwicklung fiir einen gemischten Zustand. Wir beginnen mit dem sta-

tistischen Operator zu einem reinen Zustand p = |¢)(¢)| und benutzen
H=H.

hp = ih () () = (h% |w>> W)+ ) (h% <¢|>

T
L d d

= (255 |¢>> (W] =) (lha |¢>>
1
= FI(W) <w|> — ) (w)
=ﬁoww0—0wwoﬁ

= Hp—pH" = |H.p)

Der statistische Operator zu einem beliebigen gemischten Zustand ist ei-
ne Linearkombination der statistischen Operatoren von reinen Zustanden.
Deswegen lautet auch die Schrodingergleichung fiir einen allgemeinen
statistischen Operator (gemischten Zustand) ebenfalls

ZEITENTWICKLUNG EINES STATISTISCHEN OPERATORS p

i p) = ] 9.17)

9.3 Unpolarisierter Strahl

Wie kann man nun einen unpolarisierten Strahl tatsdchlich beschreiben ?
Die geeignete Beschreibung dieser Situation ist der gemischte Zustand

. 1 1
b= sleded + sleel. 9.18)

Die Wahrscheinlichkeiten W(z) = (es]ples) = 2 und W (y) = (ey]pley) =
1 sind dann in der Tat gleich.
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Kapitel 9. Gemischte Zustande: die Dichtematrix

In GL. (9.18) erkennt man, dass der Dichteoperator p fiir das unpolarisierte
Ensemble einfach der (passend normierte) Einheitsoperator ist ! Daher kann
man ihn auch in jeder anderen Basis schreiben:

R 1. 1 1
p = 5]1 = §’€z/><€:p” =+ §‘€y/><€y/’. (919)

Die Polarisation in diesem gemischten Zustand ist deshalb auch beziiglich
jeder anderen Basis Null.

9.4 Unvollstindige Praparation

Von den vielen Freiheitsgraden eines quantenmechanischen Systems wer-
den durch eine typische Praparation nur einige festgelegt (z.B. der Ort
beim Durchgang durch einen Doppelspalt), andere aber nicht (z.B. die Po-
larisation des Strahls durch den Doppelspalt).

Um die Notation zu vereinfachen, konzentrieren wir uns in diesem Ab-
schnitt auf den Doppelspalt und behandeln als Freiheitsgrade nur den
Spalt (Basisvektoren |s;), |s2)) und die Polarisation (Basisvektoren |e,), |e,) ).
Wie kann man einen Strahl beschreiben, der durch Spalt 1 gegangen und
nicht polarisiert ist ? Wenn sowohl der Spalt 1 gemessen wire als auch die
Polarisation |e,), dann wére der Zustand des Systems der reine Zustand
les, s1), oder dquivalent der Dichteoperator |e,, s1) (€, s1] -

Um die unpolarisierte Situation zu beschreiben, miissen wir wie in Ab-
schnitt|9.3|{iber die Polarisationsrichtungen summieren. Der unpolarisier-
te Strahl durch Spalt 1 ist daher ein gemischter Zustand mit der Dichte-
matrix

P = 5 S lesiennl = 5 (3 keal) @ sl 020

Er zerfillt in einen Anteil im Raum der Polarisationen (gemischt) und einen
Anteil im Ortsraum (Spalte, rein). Wenn man nur den Ortsraum betrach-
tet und die Polarisationen nicht misst, kann man diesen Zustand als reinen
Zustand |1)) = |s;) beschreiben, wie wir in Kap. sehen werden. Glei-
ches gilt fiir eine Linearkombination |¢);) = c¢i|s1) + c2|s2), solange Ort
und Polarisation nicht verschrankt sind. Deswegen konnten wir bei der
urspriingliche Behandlung des Doppelspalts die Polarisationen ignorie-
ren.
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9.5. Reduzierte Dichtematrix

9.5 Reduzierte Dichtematrix

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall mit vielen Freiheitsgraden. Das
Gesamtsystem soll aus einer ,Umgebung” mit den Freiheitsgraden (Quan-
tenzahlen) u™™, v, . ... und dem eigentlich interessierenden ,System” mit
den Freiheitsgraden s(V), s ... bestehen. Um die Gleichungen besser les-
bar zu machen, schreiben wir kurz « fiir u™, w®, ... und s fir sV, 5@, . ..
Der allgemeinste Zustand entspricht einem Dichteoperator

Pus = ZZ Puu’ss’ |u73><ulasl| . (9.21)
u,u’ 8,8’
mit |u,s) = |u)ls) und (u,s|u',s’) = Oy dss. Wir betrachten nun einen

Operator A, der nur auf das ,System” wirkt, d.h. Alu)|s) = |u) </1|s>>

und A = 1, ® (>, Ass'|s)(s']). Wir schreiben tr,, fiir die Spur im Raum
der Freiheitsgrade u, und entsprechend tr, bzw. tr,,. Es gilt

(A = trepue A =ty (tr pusd) = e (b fus) A
(A = tryp A 2 (9.22)

Wir sehen: (A) kann wie ein Erwartungswert in einem isolierten ,System” ge-
schrieben werden (!), mit einer Spur nur iiber die Freiheitsgrade des Sy-
stems, aber mit der sogenannten

REDUZIERTEN DICHTEMATRIX

ps = trypus, mitMatrixelementen p,y = Z Puuss’ s (9.23)

in deren Matrixelemente p, der Einfluss der ,,Umgebung” eingeht

Oft wechselwirkt das System (fast) nicht mit der Umgebung, d.h. H =
H,®1, + 1, ® H,. Dann gilt fiir die reduzierte Dichtematrix analog zu

GL @0.17)

Lod o~ o
SWenn p,s in der Basis |u,s) diagonal ist, d.h. puwss = PusOuw 055, dann gilt

,bvss’ = Zu Pus 533/-
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Kapitel 9. Gemischte Zustande: die Dichtematrix

und man kann fiir Observable im System die Zeitentwicklung ganz auf
das System beschranken. Im Folgenden besprechen wir einige Beispiele
zur reduzierten Dichtematrix.

9.5.1 Warmebad

Ein System sei in Kontakt mit einem dufSeren , Warmebad” bei einer festen
Temperatur 7. Oft kann man die Details der Wechselwirkungen mit dem
Bad vernachldssigen, bis auf den Effekt der Temperatur, die dafiir sorgt,
dass die Zustdnde des Systems abhdngig von ihrer Energie F; mit dem
Boltzmanngewicht

L
ksT

pi o< exp(— ) (9.25)

gewichtet werden. Dies kann man wieder als statistisches Gemisch inter-
pretieren.

9.5.2 Unabhingiges System

Die besondere Situation, dass das “System” und die “Umgebung” von-
einander vollig unabhdngig sind, wird durch Gewichte p,,,/ ;s beschrieben,
die in Anteile des Systems und der Umgebung faktorisieren:

Puu'ss’ = Puu’ Pss’ - (926)

Man kann sie getrennt normieren, tr, p,,, = trspsy = 1. Dann gilt
ﬁus - pAu ﬁs ) (927)

mit Py = puw Und psy = pse. Die Umgebung hat dann keinen Einfluss
mehr auf die reduzierte Dichtematrix und damit auf Erwartungswerte
im System (und umgekehrt) und kann vollig fortgelassen werden. Umge-
bung und System konnen jeweils einzeln gemischte oder reine Zustinde
sein. Ein Beispiel dazu haben wir in Kap.[9.4/besprochen.

Eine solche Unabhingigkeit haben wir in den friitheren Kapiteln implizit
angenommen.
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9.5. Reduzierte Dichtematrix

9.5.3 Produktzustand

Ein Spezialfall von unabhéngigen Systemen ist die Situation, dass sich das
Gesamtsystem in einem Produktzustand aus Umgebung und System be-
findet:

) = |u) |s) - (9.28)

Dies ist ein reiner Zustand. Dann ist der reduzierte Dichteoperator einfach

P = tru ()W) Wl Wl ) = (Walt) W) (Wl = (], (9:29)

d.h. das ,System” ist wieder unabhéngig, und sogar in einem reinen Zu-
stand.

9.5.4 Verschrankter Zustand

Wir behandeln noch einmal ein Beispiel wie in Kap. diesmal mit dem
Formalismus der reduzierten Dichtematrix.
Das Gesamtsystem sei in einem reinen, aber zwischen Umgebung und Sy-
stem verschriankten Zustand, etwa

1

9) = 75 (10 + 10,1) ) (9.30)

Dann lautet der Dichteoperator

ps = 100l = 5 (11000 + 1001)) (1,0 + (0,,1,])

und der reduzierte Dichteoperator fiir das System ist wegen (u|u') = .

fo= trupe = 2 Glplu) = 5 (100 + L)L), ©3D)

U=0y,1y

1 (10
Ps =35 \o 1)~

Obwohl das Gesamtsystem in einem reinen Zustand ist, finden wir somit
einen gemischten Zustand (wegen p* = % p # p) mit einem statistischen Ge-
misch ohne Interferenzterme, wenn wir uns auf das Teilsystem beschran-

oder in Matrixform

ken !
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Kapitel 10

Verschrankte Zustinde

Die Moglichkeit der Verschrankung mehrerer Freiheitsgrade spielt in der
Quantenmechanik eine zentrale Rolle und unterscheidet sie essentiell von
der klassischen Physik. Wir werden in diesem Kapitel einige wichtige Aspek-
te und Anwendungen besprechen. Einen reinen Quantenzustand mit zwei
Satzen A und B von Freiheitsgraden nennt man einen Produktzustand (s.
Kap. 9), wenn er von der Form

|wgesamt> = |90>A ® ‘X)B (101)
ist. Verschrinkt ist ein reiner Zustand, wenn er von der Form
) = D cnln)a © |xa)s (10.2)

n

mit mehr als einem Summanden ist und nicht durch Faktorisierung in die
Form eines einzelnen Produktzustands gebracht werden kann.

Im vorigen Kapitel haben wir festgestellt, dass im Falle von Verschran-
kung quantenmechanische Interferenzeffekte verschwinden kénnen, wenn
man nur ein Teilsystem untersucht. In Kap. und werden wir Aus-
wirkungen auf den quantenmechanischen Messprozess selber und auf die
makroskopisch auftretende Dekohdrenz behandeln. In Kap. werden
wir sehen, dass experimentelle quantenmechanische Korrelationen von
verschriankten Zustianden nicht klassisch erkliart werden konnen, selbst
nicht durch unendlich viele sogenannte verborgene Parameter. In Kap.
werden wir auf Anwendungen von Verschrankung eingehen, mit der
sogenannten Quanteninformation und als abschlieflendes Beispiel der Quan-
tenteleportation.
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10.1 Der Messprozess

Wir schauen uns genauer an, was bei einer Messung geschieht. Das be-
trachtete quantenmechanische System S liege in einem reinen Zustand |1))
vor. Wir messen eine Observable A mit zugehorigem Operator (Analysa-
tor) A. Das Spektrum von A sei diskret, mit Eigenvektoren |n):

Aln) = an|n). (10.3)

Den Zustand kann man nach den Eigenvektoren von A entwickeln:

) = cnln). (10.4)

n

Als einfaches Beispiel betrachten wir den Fall, dass zu |¢) nur zwei Eigen-
vektoren von A beitragen:

) = all) + l2). (10.5)

Der Dichteoperator dieses reinen Zustands ist
po =)Wl = (eill) + e2]2)) (] (1] + c5(2])
2 *
=~ (101‘ Cl@) . (10.6)

ciex el

Wihrend der Messung tritt das System S mit einem Messapparat M in
Wechselwirkung und anschliefiend wird das Messergebnis von einem Be-
obachter abgelesen. Die quantenmechanischen Postulate sagen aus, dass
bei einer Messung von A nur die Eigenwerte a,, von A vorkommen, und
zwar jeweils mit der Wahrscheinlichkeit |[(n|¢))|* = |¢,|?. Diese Aussage
kann man auch so auffassen, dass sich das System unmittelbar nach der

Messung in dem gemischten Zustand
pr = leal* In)(n| (10.7)
befindet. Im betrachteten Beispiel wird dies in der Matrixdarstellung zu

leaf* 0
= ) 10.8
Pr ( 0 |CQ|2 ( )
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Die Wahrscheinlichkeiten kann man vielleicht als die noch vorliegende
Unkenntnis des Messergebnisses interpretieren. Beim Ablesen nimmt der
Beobachter dann wie in der klassischen Statistik Kenntnis vom Messer-
gebnis und weifs dann, dass das System in einem einzelnen Eigenzustand
|n) ist, d.h. p wird weiter reduziert zu

pur = In)(n . (10.9)

Im quantenmechanischen Zustand |/) konnen die beitragenden Zustande
|1) und |2) bei geeignetem experimentellen Aufbau miteinander interfe-
rieren (s. Kap. 9.1), iiber Nichtdiagonalelemente (1|B|2) = tr <E’ 12) (1]

einer zugehorigen Observablen B. Dazu miissen im Dichteoperator (10.6)
Nichtdiagonalterme wie |2)(1| = cjc; vorhanden sein. Dagegen enthalt

(10.8) nur noch klassische Wahrscheinlichkeiten; dort fehlen die Nichtdia-
gonalterme.

Die beschriebenen Uberginge von fjy nach p; und dann nach p;; (oder
auch direkt py nach p;;) bereiten allerdings grofie Schwierigkeiten bei der
Interpretation. Die sogenannte Kopenhagensche Interpretation der Quan-
tenmechanik spricht hier vom , Kollaps der Wellenfunktion” (p, nach p;y,
oder dquivalent |¢)) nach |n)), im Unterschied zur sonst vorliegenden uni-
taren Zeitentwicklung gemafs der Schrodingergleichung. (Fufinote S.263)

Ein eklatantes Beispiel ist Schrodingers beriihmte Katze (1935): Sie ist in ei-
nem Kasten eingesperrt, in den man nicht hineinschauen kann. Innerhalb
des Versuchszeitraums soll in dem Kasten mit Wahrscheinlichkeit % Gift
ausstromen (ausgelost zum Beispiel durch den Zerfall eines Atoms), wo-
durch die Katze stirbt. Ob die Katze lebt oder nicht, erfihrt man aber erst
beim Offnen des Kastens. Unmittelbar vorher sieht man sich anscheinend
gezwungen, ihren Zustand mit

% (|lebendig) + |tot) )

anzugeben. Dies ist sehr merkwiirdig. Hat man es mit einer makrosko-
pischen Uberlagerung von lebendiger und toter Katze zu tun ? Ist das
sinnvoll ? Entscheidet sich erst bei der Beobachtung, ob die Katze lebt ?
Sollte man auch den Beobachter mit in das quantenmechanische System
miteinbeziehen ? Muss man die Wechselwirkung mit der sonstigen Um-
gebung berticksichtigen ? Wie kommt man von mikroskopischer Quan-
tenmechanik zu makroskopischem Determinismus ? Wie geht man mit
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der Wahrscheinlichkeitsinterpretation um ? Diese und verwandte Frage-
stellungen sind unter dem Namen , Messproblem” bekannt. Dazu gibt es
trotz jahrzehntelanger Versuche immer noch keine allgemein akzeptierte
Interpretation.

Man kommt weiter, wenn man auch die Zeitentwicklung des Messappara-
tes quantenmechanisch mit berticksichtigt. Der Messapparat befinde sich
vor der Messung im Zustand |1j). Der Gesamtzustand von System und
Messapparat sei vor der Messung

V) @ |Mo) = |4, My) . (10.10)

Er faktorisiert in die Anteile |¢)) des Systems und |M,) des Messapparats.
M soll ein Messapparat in folgendem Sinne sein: Wenn S vor der Mes-
sung im Zustand |k) ist, soll es nach der Messung weiter im Zustand |k)
sein, und der Messapparat soll in den Zustand |M,) tibergehen (z.B. mit
der Zeigerstellung k). Wir betrachten nun die quantenmechanische Zeit-
entwicklung des Gesamtsystems bei der Messung, die ganz normal tiber
den Zeitentwicklungsoperator abladuft:

‘w7M0> = Z Cn ’n7M0> — |wgesamt> = Z Cn ‘n, Mn> . (1011)

n n

Der Endzustand ist jetzt zwischen System und Messapparat verschrinkt; er
faktorisiert nicht mehr. Er ist aber nach wie vor ein reiner Zustand.

Der Beobachter registriert (misst) am Ende die Zeigerstellung des Messap-
parates. Zum eigentlichen System S hat er bei der betrachteten Situation
keinen weiteren Zugang. Seine Wechselwirkung findet nur mit dem Mess-
apparat statt. Seine Situation wird daher durch eine reduzierte Dichtema-
trix beschrieben, in der nur die Zustdnde des Messapparates auftauchen:

p:Messapparat - trSystem ngesamt) <77Z)gesamt’

= trSystemX: Cn C |TL M <ma Mm|

= Y |cn|2 |M,,) (M,,| . (10.12)

Dies entspricht einer Matrix ohne Interferenzterme, in der die erwarteten
Wahrscheinlichkeiten |c,|? fiir die einzelnen Messergebnisse auftauchen.
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Der Ubergang von der quantenmechanischen Situation mit Interferenz hin
zu klassischen Wahrscheinlichkeiten (py zu p; ) geschieht somit durch die
reduzierte Beobachtung nur des Messapparates statt des Gesamtsystems.
(Bei Schrodingers Gedankenexperiment konnte man die Katze auch als
makroskopischen Messapparat interpretieren, der detektiert, ob das aus-
16sende Ereignis, z.B. der mikroskopische Zerfall eines Atoms, stattgefun-
den hat.)

Dies kldrt aber nicht die Frage, wie man das Vorhandensein von Wahr-
scheinlichkeiten statt klassischem Determinismus interpretieren sollte. In
Kapitel 10.3 werden wir sehen, dass eine zunédchst naheliegende Interpre-
tation als statistisches Gemisch von einzelnen Realisierungen mit jeweils
vorbestimmtem Ergebnis (,,verborgene Variablen”) im Widerspruch zum
Experiment steht. ]

10.2 Dekoharenz

Es gibt einen weiteren wichtigen Mechanismus, durch den quantenme-
chanische Interferenzeffekte in der makroskopischen Welt drastisch redu-
ziert werden, die sogenannte Dekohérenz aufgrund von Wechselwirkun-
gen mit den vielen Freiheitsgraden der dufseren Welt.

Wir betrachten der Einfachheit halber wieder ein Teilchen (System) im rei-
nen Zustand

[V)s = cill)s + e22)s,
mit der Dichtematrix (10.6).

Die Wechselwirkung mit der Umgebung erfolgt zum Beispiel durch Streu-
ung von (in der Regel zahlreich vorhandenen) Photonen an dem Teilchen.
Bei einer einzelnen Streuung sei das Photon zundchst im Zustand |i) p. Der
Zustand des Photons nach der Streuung wird vom Zustand des Teilchens

1Zum Kollaps, 5.261: Uberraschenderweise bekommt man bei aufeinanderfolgenden
Messungen dieselben Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Kombinationen von Mess-
ergebnissen, wenn man bei der mathematischen Beschreibung einer Messung nicht die
Reduktion (Kollaps) von j auf nur noch einen Term | M,,) (M, | (oder von |¢) auf |n)) vor-
nimmt, sondern die Zeitevolution durchgehend unitér beschreibt (s. Basdevant/Dalibard
S. 110ff). Dann ware die Zeitevolution reversibel ! Mit Kollaps laut Postulaten der QM ist
sie bei Messungen irreversibel. Der Unterschied wére im Prinzip experimentell kldrbar !
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(z.B. dem Ort) abhdngen. Wir konnen schematisch schreiben

n)s © [i)p — |n)s ® [n)p.
Dabei haben wir den Zustand des Teilchens nach der Streuung |7)s ge-
nannt. Wir nehmen an, dass das Teilchen vor der Streuung in einem Pro-

duktzustand mit dem Photon ist. Bei der Streuung wird daraus (vollig
analog zur obigen Rechnung bei der Messung)

s @ i) = (Z ¢, |n>s> Dlide — |gesams) = 3 en (I)s @ [n)p)

n n

(10.13)
ein weiterhin reiner, aber nun mit dem Photon verschrinkter Zustand.

Wenn wir annehmen, dass die beitragenden Endzustiande des Photons or-
thogonal sind, p(1|2)p = 0, dann ist die reduzierte Dichtematrix des Sy-
stems

x ~ |Cl|2 0
pPs = trP ’wgesamt> <wgesamt| = ... = . (1014)

0 Jeof?
Hier fehlen die Interferenzterme !

Man kann, realistischer, auch zulassen, dass die Endzustidnde |n)p des
Photons zueinander nicht orthogonal sind. Dann taucht in den Nichtdia-
gonalelementen ihr Uberlapp p(1]2) p auf, der in der Regel klein sein wird,
insbesondere wenn die Zustidnde |1)s und |2)s des Systems sich makros-
kopisch unterscheiden (z.B. weit auseinanderliegende Orte). Wenn ein wei-
teres Photon an |¢gesamt) Streut, mit Endzustdnden |ng)), dann taucht in
der reduzierten Dichtematrix bei den Nichtdiagonalelementen das Pro-
dukt p(10]2W) p . p (1@]22)) p < 1 auf. Mit jeder weiteren Streuung ver-
ringert sich die Grofie der Nichtdiagonalelemente. Das Gesamtsystem mit
Teilchen und allen Photonen befindet sich in einem reinen Zustand, der
viele Summanden hat. Die reduzierte Dichtematrix dagegen wird bei zu-
nehmender Zahl von Streuungen immer dhnlicher zu klassischen Situati-
on (10.8): das System verliert seine Koharenz.

In einem realen System sind makroskopisch viele Photonen und andere
Teilchen enthalten, die auf sehr kurzen Zeitskalen miteinander wechsel-
wirken. Dadurch bekommt man automatisch den Ubergang von mikro-
skopischer zu makroskopischer Physik: die mikroskopischen quantenme-
chanischen Interferenzeffekte gehen bei makroskopischen Objekten (z.B.
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auch bei Schrodingers Katze !) meist sehr schnell verloren und es ist in der
Regel sehr schwierig, quantenmechanische Kohdrenz experimentell stabil
zu halten. Es gibt aber spektakuldre Ausnahmen, bei denen makrosko-
pisch viele Teilchen im selben Quantenzustand sind, der deswegen stabil
ist, insbesondere die Suprafluiditdt und die Supraleitung.

10.3 EPR-Paradoxon und Bellsche Ungleichungen

Einstein war zeitlebens unzufrieden damit, dass die Quantenmechanik
nur statistische Aussagen macht, was in seinem berithmten Zitat zum Aus-
druck kommt

Dass [der Herrgott] wiirfelt und sich telepathischer Mittel be-
dient (wie es ihm von der gegenwirtigen Quantentheorie zu-
gemutet wird), kann ich keinen Augenblick glauben.

Konnte vielleicht der Ausgang von Messungen durch verborgene Parame-
ter fest bestimmt sein ? Dann wire die Quantenmechanik in Wirklichkeit
deterministisch, so wie die klassische Mechanik. Einstein, Podolsky und
Rosen (EPR) schlugen dazu 1935 ein Gedankenexperiment vor. Jahrzehn-
te spdter konnte damit, nach einer Analyse von John Bell 1964 und mit
Experimenten seit den 1970er Jahren diese Frage geklart werden.

Wir betrachten eine modifizierte Variante des Experiments, die auf D. Bohm
zuriickgeht. Im Laborsystem liege ein Teilchen mit Spin Null vor, das in
zwei Teilchen A und B mit Spin 1/2 zerfllt, die voneinander wegfliegen |
Quantenmechanisch sind diese Teilchen miteinander verschrankt.

Wir warten, bis die Teilchen weit voneinander entfernt sind und fiithren
dann Messungen der Spins durch. Die Messungen sollen so kurz hinter-
einander erfolgen, dass sich die Messergebnisse bei Berticksichtigung der
Lichtgeschwindigkeit nicht beeinflussen kénnen [}

Wenn man nur bei Teilchen A misst, findet man beziiglich jeder beliebigen
Messrichtung 7 mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Messergebnisse +2%
und —%", im Mittel iiber viele Versuchslaufe also Null. Das Gleiche findet
man, wenn man nur bei Teilchen B misst.

2 Analoge Experimente kénnen auch mit Photonen durchgefiihrt werden.
3Seit den 1980er Jahren ist dies tatséchlich experimentell moglich geworden.
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Aufgrund der Drehimpulserhaltung muss aber das Gesamtsystem wei-
terhin den Spin Null haben. Man messe zum Beispiel den Spin von A in
der z-Richtung, etwa mit dem Ergebnis +%. Dann muss eine Messung des
Spins von B in derselben Richtung den Wert —2 ergeben. Das Ergebnis der
zweiten Messung kann man also vorhersagen.

Diese Korrelation der Messergebnisse bei derselben Messrichtung ist aber
noch nicht der ganze quantenmechanische Effekt. Sie dhnelt der klassi-
schen Situation, dass man eine rote und eine schwarze Kugel auf zwei
Behilter verteilt. Wenn dann im ersten Behdlter die rote Kugel gefunden
wird, muss der zweite Behalter mit Sicherheit die schwarze Kugel enthal-
ten.

Messbare Unterschiede zwischen klassischer Physik und Quantenmecha-
nik beziiglich sehr allgemeiner angenommener verborgener Variablen er-
hilt man, wenn man den Spin der beiden Teilchen in unterschiedlichen
Richtungen misst, wie wir gleich zeigen werden. Wir fithren dazu zwei
getrennte Analysen durch, einmal mit angenommenen verborgenen Va-
riablen und einmal gemaéfs der tiblichen Quantenmechanik.

10.3.1 Lokale realistische Theorien (hypothetisch)

Eine sogenannte ,realistische” Theorie definieren EPR als eine Theorie, bei
der gilt

Kann man den Wert einer physikalischen Grofie mit Sicherheit
vorhersagen, ohne ein System zu stdren, dann gibt es ein Ele-
ment der physikalischen Realitat, das dieser Grofie entspricht.

Diese Formulierung ist bewusst operational gewéhlt. Die , Elemente der
physikalischen Realitdt” sind die erwdhnten verborgenen Variablen. Wir
machen jetzt die Annahme, dass die korrekte Theorie der Welt in diesem
Sinne ,realistisch” ist.

Zusétzlich machen wir die Annahme der , Lokalitiat”, d.h. dass es keine
Wechselwirkung gibt, die sich mit Uberlichtgeschwindigkeit (oder sogar
instantan) ausbreitet.

Wir analysieren den oben beschriebenen Fall, dass die Messung von S, am
Teilchen A den Wert £ ergab. Dann kénnen wir das Messergebnis bei B mit
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Sicherheit vorhersagen, ohne B zu storen. Nach dem zitierten Realitdtskri-
terium folgt, dass das Teilchen B im Beispiel tatsdachlich eine Eigenschaft
.9, = —g‘” besitzt.

Wir konnten bei A auch S, messen und dann S, bei B korrekt vorhersagen.
Wegen der angenommenen Lokalitdt kann die Wahl der Messrichtungﬂ bei
A die Messergebnisse bei B nicht beeinﬂussenﬁ Daher muss B auch eine
Eigenschaft ,S,” besitzen.

Der Widerspruch dieser Aussage zur Quantenmechanik, in der wegen
[5’2, S‘I] # 0 nicht beide Spinrichtungen scharfe Werte haben konnen, ist
das ,Paradoxon” von EPR.

Die obige Uberlegung gilt fiir jede Richtung 7 und auch bei Vertauschung
der Rollen von A und B. In einer ,lokalen realistischen Theorie” miis-
sen deswegen die Messergebnisse fiir jedes Teilchen A und B und jeder
Messrichtung schon vor der Messung festliegen.

Bellsche Ungleichung

John Bell gelang es 1964, experimentell iiberpriifbare Vorhersagen aus der
Annahme einer lokalen realistischen Theorie herzuleiten.

Dazu muss man bei Teilchen A und B den Spin in unterschiedlichen Rich-
tungen messen. Jede Einzelmessung liefert ein Ergebnis 2. Wir definieren
die Korrelationsfunktion

-

C(C_i, b) = P++ + P,, — P+, — P,+, (10.15)

wobei z.B. P, _ die Wahrscheinlichkeit sein soll, bei der Messung von A in
Richtung @ den Wert +2% zu finden und beim selben Zerfall bei B in Richtung
b den Wert —%.

#Sie wurde im Experiment tatsachlich sehr schnell lokal und zufillig variiert.

5Die einfachste Version einer verborgenen Variablen, ndmlich dass jedes der beiden
Teilchen nach dem Zerfall eine feste Spin-Richtung beséfie, ist schon mit diesem expe-
rimentellen Ergebnis nicht kompatibel. Wenn die Spin-Richtung etwa +¢é, wire, dann
waren die Messergebnisse von A und B beziiglich €, nicht korreliert. Im Mittel hitten die
Messergebnisse beziiglich derselben Messachse bei A und B dann nicht die experimentell
gefundene perfekte Korrelation.
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Behauptung: Bei Annahme einer lokalen realistischen Theorie gilt die

BELLSCHE UNGLEICHUNG

-,

C@b) — C@ed < 1+ Cb,a). (10.16)

Beweis: In jeder der drei Richtungen @, l;, ¢ konnen bei A die Messergeb-
nisse :l:g vorkommen. Die relativen Anteile dieser 8 Falle bezeichnen wir
mit n(aa, Ba,v4), wobei ay, 84,74 = £1. Nach Annahme einer realisti-
schen Theorie liegen diese Anteile gleichzeitig fest und es ist

Z n(oa, Ba,va) = 1.

aa,Ba,74

Die Korrelationsfunktion kann man dann auffassen als C(@,b) = (a4 5 ).
Wegen des Gesamtspins von Null ist der Messwert 55 bei B beziiglich
der Richtung b gleich dem Negativen des Messwerts 34 bei A beziiglich
derselben Richtung, d.h. 5 = — 4. Aus (a4 fp ) wird dann

C@b) = > nloa,Baya) aa-(—Ba) .

aa,Ba,74

und daher (wir lassen den Index 4 jetzt fort):

c@b) — c@e = - nf a(B =)
a,Byy
= =Y n(e,B,y) aB(l-py)
a,Byy

wegen (% = 1. Wegen a8 = +1 folgt
C@b) - C@a| < > nlep) 1=y = 1+ G2,

was zu zeigen war.

268



Kapitel 10. Verschrankte Zustande

10.3.2 Quantenmechanische Analyse
Singulett

Die beiden Teilchen A und B entstehen beim Zerfall eines Teilchens ohne
Spin. Ihr gemeinsamer quantenmechanischer Zustand muss deshalb den
Gesamtspin Null haben, d.h. er darf sich unter Rotationen nicht verdn-
dern. Der Gesamtdrehimpulsoperator ist hier

l

(@)

J =84+ Sg, (10.17)

wobei 54 nur auf den Spin von A wirkt und Sp nur auf den Spin von B.
Eine Basis fiir den gemeinsamen Zustand von A und B bekommt man aus
dem Produkt der einzelnen Basisvektoren als

[0, TLh, I TR,

wobei die erste Position fiir Teilchen A und die zweite fiir Teilchen B ste-
hen soll, und |1) und |]) hier fiir |+ z) und |— z). Die gewtinschte Linear-
kombination, die sich unter Drehungen mit

e—%@ﬁj

nicht dndert, und daher den Zustand von A und B beschreibt, ist das
Singulett

1
V2

Es hat wegen der Rotationsinvarianz dieselbe Darstellung auch beziiglich
jeder anderen Basisrichtung 7. Dies kann man am einfachsten verifizie-

ws) = —= (114 = 161 ) (10.18)

ren, indem man ()2 anwendet und dabei benutzt, dass A und B jeweils
Teilchen mit Spin j = 3 sind. Fiir das einzelne Teilchen A gilt

3
(z+1)|x2)4 = h21|iz)A.

<§A)2|i—z)A - hQ%%

und fiir den Gesamtzustand
() ls) = <§A + §B>2 Is)
N (<§A>2 * <§B)2 + 2§A§B) [¥s) - (10.19)
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Durch Benutzen der Paulimatrizen sieht man, dass

. . . 72
SUSE s) = SUSE [vs) = SiSh|vs) = —ZWJs),

und die Beitrdage in Gl. (10.19) heben sich insgesamt zu Null auf. Das
Singulett ist also tatsichlich ein Eigenzustand von (./)?, mit Eigenwert
R%j(j + 1) =0, d.h. mit j = 0.

Die drei anderen Zustinde | 1,1), | |.{) und (| 1,4) + | {,1)) bilden
zusammen das Spin-Triplett (j=1) mit Gesamtspln I-hund mitm = 1,m =

0,m=—1.

Wichtig ist, dass das Singulett ein verschrinkter Zustand ist. Eine EPR-
Analyse kann man analog zu der hier besprochenen auch mit dem m = 0
Zustand des Tripletts oder mit verschrankten Zustanden von Photonen
durchfiihren.

Quantenmechanische Korrelationen
Die Berechnung der Korrelationen C(d, b) ist am einfachsten, wenn wir @

als z-Achse definieren, d.h. | + a) = | £ z). Die Basisvektoren | & b) kann
man in der z-Basis schreiben (2.28):

’+g> = cos(d) |+2) + e¥sin(f) |-2)

‘—l;> = sin(f) |+2) — e¥cos(f) |-2) ,

wobei 6 und ¢ die Polarkoordinaten von b sind. Die Wahrscheinlichkeit
P, aus Gl. (10.15) ist fiir den Zustand [¢)s) :

N

2
P++ = <ws" +a,+b>‘

1 2
— (—z,+z| +2,+b )

1

7

2
= |55 altl+2)a =2l + B — al=2l+ 204 p(—2+)p|
\/_ =1 =0
1,0
= 5 sSin 5, (1020)
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wobei nur der erste Summand des Singuletts beitragt. P__ fiihrt auf das-
selbe Ergebnis. Fiir P, _ erhalten wir analog

s | +a,—b) | = |55 (hz—zlbte b | = | slozl-s | = co??
a, — = |— (42, —z|+z, — = |— g(—2z|— = — cos” —,
s /2 \/§B B 5 5
ebenso wie fiir P_,, und damit fiir die Korrelationsfunktion
C@@b) = P+ P_ — P — P
0 5 0
= sin cos” =
2
= —cos) = —a-b. (10.21)

10.3.3 Vergleich
Wir wihlen nun

- 1
@=(0,0,1), b=(0,1,0), ¢=—(0,1,1).
( ) ( ) ﬁ( )

Dann ist die quantenmechanische Vorhersage fiir die linke der Bellschen
Ungleichung (10.16)
- 1
C(a,b) — C(@,c) = |0 +—
c@8) ~ c@a) = 0+

Dies ist aber viel grofier als das quantenmechanische Ergebnis fiir die rech-
te Seite

~ (.707 .

. 1
1+ 00,0 =1 - — ~ 0.293.

V2

und steht somit im Widerspruch zur Bellschen Ungleichung, welche unter
der Annahme einer lokalen realistischen Theorie hergeleitet worden war.

Entscheiden kann nur das Experiment. Die Ergebnisse der zahlreichen
und immer genauer durchgefiihrten Experimente, u.a. auch mit analo-
gen Verschrankungen von Photonen, ist eindeutig: sie sind mit dem quan-
tenmechanischen Ergebnis vertrédglich, aber die Bellschen Ungleichungen
sind verletzt. Eine lokale realistische Theorie im Sinne von EPR ist somit
nicht mit dem Experiment vertraglich.
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10.4 Quanteninformation

In den letzten Jahren hat die sogenannte Quanteninformationstheorie einen
stiirmischen Aufschwung genommen, vor allem wegen immer besserer
experimenteller Moglichkeiten. Dazu gehoren zum einen die Uberprii-
fung quantenmechanischer Vorhersagen auf mikroskopischer Skala, wie
sie bei Entwicklung der Quantenmechanik noch kaum vorstellbar war.
Zum anderen gehort dazu die Nutzung quantenmechanischer Effekte fiir
neue Anwendungen. Am starksten sind diese bei Zwei-Zustands-Systemen,
den sogenannten Qubits, fiir die es unterschiedlichste Realisierungen gibt.

Wihrend ein klassisches Bit nur die Werte 0 und 1 haben kann, gibt es bei

einem Qubit
1

VI Tak

einen kontinuierlichen komplexen Paramter a, so dass in einem Qubit
mehr Information enthalten ist.

(10) + ap))

Man erreicht neue Moglichkeiten, indem man mehrere (idealerweise vie-
le) Qubits miteinander verschrinkt und passend manipuliert. Dabei ist es
wichtig und sehr schwer zu erreichen, dass die Manipulationen kohédrent
ablaufen, so dass z.B. die Phaseninformation in den Parametern o zwi-
schen den beteiligten Qubits nicht verlorengehen.

Zu den spektakuldren Moglichkeiten gehdren zum Beispiel die Quanten-
kryptographie, die schon kommerziell angewendet wird, die noch zu be-
sprechende Quantenteleportation auf dem Niveau einiger Qubits, und als
Fernziel der Quantencomputer, bei dem besonders viele Qubits tiber 1an-
gere Zeit kohdrent {iber sogenannte Quanten-Gatter manipuliert werden
miissen. Dort wird die Verschrankung ausgenutzt, um, zumindest in der
Theorie, mit wachsender Qubit-Zahl exponentiell mal schneller rechnen
zu konnen als auf klassischen Computern. Ungeklart ist (sogar prinzipi-
ell), ob sich die Dekohédrenz gentigend klein halten lésst.

10.5 Verschrankungsmaf$

Verschrankung zwischen Freiheitsgraden ist charakteristisch fiir die Quan-
tenmechanik und Grundlage der Quanteninformationsanwendungen. Oh-
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

ne Verschrankung verbleiben nur Produktzustdnde, mit denen keine Inter-
ferenzeffekte zwischen den Qubits auftreten konnen. Es ist daher relevant
zu fragen, wie man Verschrankung quantifizieren kann.

10.5.1 Schmidt-Zerlegung

Wir teilen ein quantenmechanisches Gesamtsystem in zwei beliebige Un-
tersysteme A und B auf (so wie zuvor ,Umgebung” und ,System”).

Es seien |j) 4 orthonormale Basiszustidnde von A, und |k) 5 von B. Ein all-
gemeiner reiner Zustand des Gesamtsystems kann dann als Linearkombi-
nation

) = e i)a 1K) (10.22)
j.k
geschrieben werden, mit Koeffizienten c;j;. Wir fassen nun c;;; als Matrix

auf und verwenden die Singuldrwertzerlegung (Anhang A.11) dieser Ma-
trix:

(cjk> = UDV', mitunitiren Uund V . (10.23)

X ~ ~ T
In Komponenten wird daraus c;; = > A\, Uja <Vak> , wobei x der Rang
a=1

der Matrix cji, ist, der in diesem ZlIsammenhang ,Schmidt-Rang” ge-

nannt wird. Weil U und V unitir sind, kann man zwei Basistransforma-

tionen durchfithren: |A), = Y Uj, |j), und |B), := S (V1)ax [k) 5 und
J k

den Zustand | V) in der neuen Basis ausdriicken:

V) = i Ao |4), |1B),, mityx <min(dim(A),dim(B)). (10.24)

Diese sogenannte Schmidt-Zerlegung eines Zustands | V) in zwei Untersy-
steme existiert immer ! Der Rang y ist hochstens so grofs wie die Hilbert-
raumdimension des kleineren Untersystems.

Aus der Normierung (¥|V) = 1 folgt
doA=1. (10.25)
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10.5. VerschrankungsmaB

10.5.2 Reduzierte Dichtematrix

Die gesamte Dichtematrix des reinen Zustands |¥) ist p = |¥) (V|

Mit der Schmidtzerlegung wird daraus

X

po= D3 dads |4), IB), s(Al 5(B]

a=1 =1

=

Die reduzierte Dichtematrix fiir das Teilsystem A erhdlt man, indem man
die Spur tiber alle Freiheitsgrade des Teilsystems B bildet:

pa = trep = > ~(Blp|B), (10.26)

Weil die Basiszustdnde orthonormal sind, trdgt nur « = 3 = 7 bei und
man erhalt

pa = > N JA) (4] (10.27)

Dies ist die Spektraldarstellung der Dichtematrix, mit den Gewichten (Wahr-
scheinlichkeiten) \?. Aus der Schmidt-Zerlegung erhélt man somit sofort
die reduzierte Dichtematrix.

Genauso erhilt man die reduzierte Dichtematrix des Systems B:

pp = Y _ A2 |B), (B (10.28)
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

10.5.3 Von Neumannsche Verschrankungsentropie

Das wichtigste Maf3 fiir die Verschrankung zweier Teilsysteme hat schon
von Neumann formuliert.

Es ist analog aufgebaut wie die Entropie eines klassischen statistischen
Systems. Dort ist die Dichtematrix in den klassischen Zustdnden diago-
nal und besteht aus den Boltzmanngewichten p; ~ exp(—E;/(kgT)). Die
klassische Entropie kann man dann in der Form

S = —tr(plnp). (10.29)

schreiben.

Fiir ein quantenmechanisches System ist die von Neumannsche Verschran-
kungsentropie zwischen zwei Teilsystemen A und B analog tiber die redu-
zierte Dichtematrix definiert:

SA = —trgy (ﬁA ln,éA) (1030)

In den Schmidt-Basen ist die reduzierte Dichtematrix gemafs (10.27) diago-
nal. Dann kann man den Logarithmus einzeln fiir jede Komponente neh-
men und aus (10.30) wird

X
Sa = => XX = S5. (10.31)
y=1

Die Verschrankungsentropie des Teilsystems A relativ zu B ist daher die-
selbe wir die von Teilsystem B relativ zu A.

Den maximal moglichen Wert bekommt S,, wenn alle A\, gleich sind, d.h.
A2 = i wegen der Normierung > A2 = 1. Die reduzierte Dichtematrix ist
dann proportional zur Einheitsmatrix

1
1 1
ﬁA,ma:p = = . (1032)
X .
1
und Sy ist
1.1
Samaz = —X (— In —) =lny. (10.33)
X X
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Beispiele:

e Bei einem Produktzustand |¢)) = |A) |B) isty =1und A =1,
daher In A = 0 und S4 = 0, wie erwartet.

e Bei einem Singulett ist die Form
1
V2

schon die Schmidt-Zerlegung, mit \; = A\, =
Dichtematrix ist

%) (114105 = [ Dal D))

L Die reduzierte

S

pa= 3 W 1A, oAl = (1 alt+ 1 all])

.1 /10 1
= - =—14.
2 (0 1> , 2
Entropie Sy = —2(5In3) = In2 = In x. Da x = 2 auch die Dimension
der Hilbertraume {1, |} der einzelnen Teilchen ist, sind sie maximal
verschrinkt ! Sie konnen nicht mit weiteren Teilchen verschrankt sein.

10.6 No-Cloning-Theorem

Klassische Bits kann man mit hoher Genauigkeit kopieren und weiterver-
arbeiten. Dadurch sind effiziente Fehlerkorrekturverfahren realisierbar, die
klassische Computer weitgehend resistent gegen gelegentlich auftretende
Bit-Fehler machen.

Bei Qubits ist eine zuverldssige Kopie fiir alle moglichen Zustidnde des
Qubits aber nicht moglich, wie wir gleich zeigen werden. Manipulatio-
nen in der Quantenmechanik verlaufen tiber die Anwendung von uni-
taren Operatoren (Zeitentwicklungsoperatoren). Ein Operator U, der den
Zustand |¢)| eines Qubits A auf ein anderes Qubit B im anfanglichen Zu-
stand |i) kopiert, miisste folgendes leisten:

O([halivs) = [W)al)s.

und ebenso fiir einen anderen anfanglichen Zustand |¢) 4:
U(lebalits) = 1¢)aleds.
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

Das Skalarprodukt der beiden linken Seiten muss gleich dem der beiden
rechten Seiten sein:

(a0l sl) 010 (10balids ) = @l s(@ll9)ale)s

Auferdem muss die linke Seite wegen U0 = 1 auch gleich 4(v| 5(i| @) 4 |i) 5
sein. Daraus folgt

a(@le)a s(blo)s = aldlo)a plili)s -
——

=1
l©) B, [1) 5 sind Kopien von |¢) 4]1) 4. Daher ist 4(¢|p)a = 5(¢|¢)p und

(Wle)? = (W)

mit den Losungen (¢|¢) = 1 (d.h. [¢) = |p)) und (¢|p) = 0. Deswe-
gen konnen zusétzlich zu einem bestimmten Zustand |¢)) hochstens noch
orthogonale weitere Zustdnde |¢) kopiert werden, aber nicht beliebige
Qubits. Dariiberhinaus kann man zeigen, dass auch gemischte Zustande
nicht kopiert werden kénnen.

10.7 Quanten-Teleportation

Ein Verfahren zur Quantenteleportation wurde erstmals 1993 von Peres
et al. vorgeschlagen. Die ersten experimentellen Realisierungen gelangen
1997 in Innsbruck in der Gruppe von A. Zeilinger und etwa zeitgleich auch
in Grofsbritannien. Wegen der Komplexitat der tatsdchlichen experimen-
tellen Realisierung soll hier vor allem die zugrundeliegende Idee darge-
stellt werden.

Der grundsitzliche Aufbau ist in Abb. wiedergegeben. Ziel ist es, den
quantenmechanischen Zustand

©) = alo) + b, (10.34)

eines Teilchens ,C” auf ein anderes Teilchen ,B” zu tibertragen. Das ur-
spriingliche Teilchen C liegt bei ,, Alice” vor und das Teilchen B soll schliefs-
lich mit Hilfe von ,Bob” in den richtigen Zustand gelangen. Wegen des
No-Cloning Theorems kann sich nach dem Experiment das Teilchen C
nicht mehr im urspriinglichen Zustand befinden. Zu beachten ist auch,
dass generell nicht Teilchen teleportiert werden, im Sinne der Science Fiction
Literatur, sondern ,nur” die quantenmechanischen Zustinde existieren-
der Teilchen.

277



10.7. Quanten-Teleportation

im
teleportierten
Zustand >

ALICE
Messung an den
Teilchen Aund C wird
vorgenommen

Klassischer Kanal
BOB

/\J unitare Transformation

an B

C

im zu

teleportierenden
Zustand >

Quelle zur Erzeugung
verschrankter Teilchen

Abbildung 10.1: Schema der Quantenteleportation curistina weiss, Bachelorarteit 2007)

Als ersten Schritt erzeugt eine Quelle ein Paar von Teilchen A und B, in der
Regel Photonen, in einem verschriankten Zustand. Dann nimmt Alice an
den Teilchen A und C eine Messung vor, die diese beiden Teilchen in einen
verschriankten Zustand bringt. Das Ergebnis der Messung tibermittelt Ali-
ce iiber einen klassischen Kanal an Bob. Das Teilchen B wird ebenfalls an
Bob geschickt. Abhédngig vom iibermittelten Messergebnis muss Bob noch
eine Transformation am Teilchen B vornehmen (wie z.B. |0) <> |1)). Da-
nach befindet sich das Teilchen B im gewiinschten Zustand.

Zur formalen Darstellung benotigen wir die sogenannte Bell-Basis fiir die
Zustiande von zwei Qubits A und B:

has = 5 (a5 = 140005 )
Was = = (0als + 140005 )
)05 = 5 (1041005 — IDalUs)
)05 = < (1041005 + [Dalln)-

Diese Basis ist analog zur Basis von Singulett (entspricht |¥~)) und Tri-
plett, verwendet aber ausschliefilich verschrankte Zustiande.
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

Die Quelle soll den verschrankten Zustand | V") 45 erzeugen. Dies geschieht
zum Beispiel, indem aus einem hochenergetischen Photon an einem dop-
peltbrechenden Kristall zwei verschrankte Photonen werden. Zu Beginn
befindet sich das Gesamtsystem dann im Zustand

|¢>gesamt - |S0>C ' |\I]+>AB- (1035)

Diesen Zustand kann man auch anders schreiben, namlich in der Bell-
Basis von A und C, multipliziert mit Zustdnden von B. Eine kurze Rech-
nung ergibt

2 [ ) gesamt = U )ac - l©) B
+ [V )ac - o3 |9)B
+ [2N)ac - o1 le) s
+ (@7 )ac - (—io2) |p)B - (10.36)

Alice misst nun (experimentell aufwendig), welcher der vier Bell-Zustdande
von A und C vorliegt. Nach der Messung befinden sich A und C dann tat-
sdchlich in dem entsprechenden Zustand. Sie sind durch die Messung ver-
schriinkt worden. Gleichzeitig ist damit gemaf3 auch der Zustand
von Teilchen B bekannt. Alice iibermittelt ihr Messergebnis auf klassi-
schem Weg an Bob. Je nach Messergebnis muss Bob entweder nichts tun
(bei [¥*) 4¢) oder den Zustand des Teilchens B noch geeignet manipulie-
ren.

Im ersten Experiment 1997 konnte nur |¥~) 4¢ tiberhaupt detektiert wer-
den, mit Hilfe der Antisymmetrie der Wellenfunktion, und man hat sich
die Transformation am Teilchen B gespart. Es fand also nur in einem vier-
tel der Félle eine , Teleportation” statt.

Inzwischen ist Teleportation im beschriebenen Sinne auch fiir verschrank-
te Paare von Teilchen demonstriert worden, oder iiber sehr grofle Abstan-
de von ca. 100km, etc. Das Gebiet befindet sich in standiger Weiterent-
wicklung, ebenso wie die Quanteninformationstheorie insgesamt.
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Anhang A

Vektoren und Operatoren

Wir benétigen fiir die Quantenmechanik eine Reihe mathematischer Werk-
zeuge mit einer eigenen, sehr effizienten Notation durch ,Bra-” und , Ket-"
Vektoren. Dabei spielt die lineare Algebra eine Schliisselrolle. Wir werden
zunédchst einige Konzepte anschaulich besprechen und dann die mathe-
matische Formalisierung vornehmen.

A.1 Heuristische Einfithrung

A.1.1 Vektoren in 2 Dimensionen

Zur Veranschaulichung der folgenden abstrakteren Konzepte seien zu-
nichst einige bekannte Eigenschaften von Vektoren in Erinnerung geru-
fen. Vektoren v sind sind durch eine Linge und eine Richtung charakte-

ey

<
B

Vy €,

Abbildung A.1: Ein Vektor v und seine Komponenten v, und v,.

risiert (nicht durch einen Ursprung). Sie existieren, z.B. durch eine Zeich-
nung, auch ohne ausdriickliche Angabe von Koordinaten.
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A.1. Heuristische Einflihrung

Das Skalarprodukt zweier Vektoren
(U W) = |v| || cos(Winkel zwischen ¢ und )

ist eine Zahl.

Fine orthonormale Basis ist in zwei Dimensionen durch zwei normierte
orthogonale Vektoren wie €, und ¢, gegeben. Jeden Vektor kann man als
Linearkombination der Basisvektoren schreiben:

U = €Uy + €uy, = Uy + Uy

Die Koeffizienten v,, v, sind die Koordinaten von v beziiglich der Basis
€, , €,. Diese Koordinaten kann man mit Hilfe des Skalarproduktes berech-
nen:

—

Vp =€y U , Uy=~€ U
Also ist

U= Uy +7, = € (€ V) + €l ). (A1)
Hier ist ¥, die Projektion des Vektors ¢ auf den Basisvektor €, und v, ist
die Projektion auf €. Jeder Vektor ldsst sich also als Summe der Projektio-
nen auf die Basisvektoren schreiben. Man beachte, dass die Koeffizienten
v, und v, von der Basis abhédngen, aber der Vektor v selber nicht.

A.1.2 Bra- und Ket-Vektoren

Eine von Dirac eingefiihrte Schreibweise ist z.B. fiir Basistransformationen
oder die Spezifikation von Operatoren sehr giinstig. Wir schreiben Vekto-
ren jetzt als , Ket-Vektor” |v), statt v. Das Skalarprodukt (w - ¥) zweier
Vektoren schreiben wir jetzt als

(w]v)

Dieses Skalarproduk{f|kann man als eine lineare Abbildung auffassen, die
dem Vektor |v) die Zahl (w|v) zuordnet. Fiir diese Abbildung verwendet

IDie Namen ,Bra” und , Ket” entstanden als kiinstliche Aufteilung von ,Bracket”.
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A.1. Heuristische Einfiihrung

man als Notation den ,Bra-Vektor” (w|. Diese Abbildung (w| angewandt
auf den Vektor |v) ergibt die Zahl (w|v) :

(w| (Jv)) = (wl]v) = (wlv) (A2)
~ =~ ~—~—
Abb. Argument Zahl

Wir schreiben die Gleichungen aus dem vorigen Abschnitt jetzt noch ein-
mal mit Bra- und Ket-Vektoren:

Linearkombination von Basisvektoren: |v) = v, |e,) + vy, |ey)
Koefﬁziente vy = (ezv) , vy, = (ey|v).

Die Projektion von |v) auf den Basisvektor |e,) ist also

[v2) = lex) (ex|v)

und v, = (e,|v) ist der Koeffizient von |v) in Richtung des Basisvektors |e,).

Man kann hier den Projektionsoperator

]561 = les) (€] (A.3)

identifizieren, mit dem sogenannten dufleren Produkt von |e,) und (e,|. Die
Abbildung (e,| ergibt bei Anwendung auf einen Vektor das Skalarpro-
dukt, also eine Zahl. Diese Zahl multipliziert dann den Vektor |e,):

Abb.

~~
[v2) = lea) {eal [v) = lea) (ealv)
—— ~ ——
Operator Vektor Vektor  Zahl

Insgesamt: Operator angewandt auf Vektor ergibt Vektor.

Die Aufspaltung des Vektors |v) in seine Komponenten (A.1) lautet nun
[0) = [vz) +1vy) = lea) (ealv) + ley) (eyfv)
= (ledled +le)tel ) 10 aa

= (P + By) 1) .

2In der Quantenmechanik benétigen wir auch komplexe Koeffizienten (formale Be-
schreibung folgt). Man definiert (wjv) = (v|w)* (Kap.[A.2.1). Das Skalarprodukt ist da-
durch im zweiten Argument linear und im ersten Argument ,,antilinear”.
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A.1. Heuristische Einflihrung

Wir sehen, dass die Summe der Projektionsoperatoren beziiglich aller Ba-
sisvektoren, hier P,, + P. , den Vektor |v) unveriindert lasst. Diese Summe
ist also der Identititsoperator

P+ P, = leo)ea] + ley)(e,] = 1

In hoherdimensionalen Riumen ist natiirlich tiber alle (orthonormalen) Basis-
vektoren zu summieren, somit (siehe Kap.[A.3.1)

i= % (el (A5

)

Dort wird aus der ersten Zeile von (A.4) jetzt [v) = ). |e;) v; (siehe Gl. (A.9)
mit den Koeffizienten v; = (e;|v) (siehe Gl. (A.13)).

Die Form (A.5) des Identitdtsoperators ist oft sehr niitzlich. Wir kénnen sie
zum Beispiel verwenden, um das Skalarprodukt (w|v) umzuschreiben:

(wlo) = (wl o) = (w] 1 Jo)
T

= fwl liil o)

= Z (wli) o) (A6)
=Z (i) ilo)

=3 uin

wobei w; und v; die Koeffizienten der Vektoren |w) und |v) in der jetzt kurz
als |i) geschriebenen Basis sind. (“i” oder “e;” sind nur Namen !). In einem
reellen Vektorraum ist dies die gewohnte Form des Skalarproduktes i -
U = > w;v;. Manchmal ist auch die gewohnte Notation mit Zeilen und

Spalten von Koeffizienten niitzlich.

(%1
V2

S wiv = (wi,w,.) (A7)

Man beachte: eine Koeffizientenspalte bestimmt einen Vektor |v) nur beziiglich
einer vorgegebenen Basis; sie ist auch hier nicht mit dem Vektor identisch !!
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A.2. Lineare Vektorraume

A.2 Lineare Vektorraume

Wir stellen jetzt die eben anschaulich eingefiihrten Begriffe auf ein starke-
res mathematisches Fundament. Wir beschranken uns zunichst auf endlich-
dimensionale Vektorraume.

A.2.1 Der lineare Vektorraum

Def. A.1 (Lin. Vektorraum). Menge V von Elementen (Vektoren), die beziig-
lich einer Addition der Vektoren miteinander und einer Multiplikation mit einem
Skalar (d.h. einer Zahl) abgeschlossen ist. Fiir zwei beliebige Elemente |v), |w) des
Vektorraums V und beliebige skalare GrofSen a, b soll gelten:

1) Abgeschlossenheit beziiglich Addition: |v) + |w) € V

2) Abgeschlossenheit beziiglich Multiplikation: alv) € V

3) Distributivgesetz der Multiplikation: a(|v) + |w)) = a|v) + a|w)

4) Distributivgesetz der Multiplikation: (a + b)|v) = alv) + b|v)

5) Assoziativgesetz der Multiplikation: b(a|v)) = (ab)|v)

6) Kommutativgesetz der Addition: |w) + |[v) = |v) + |w)

7) Assoziativgesetz der Addition: |w) + (|v) + |u)) = (Jw) + |v)) + |u)
8) Existenz des Nullvektors |0) : |v) 4+ |0) = |v); |0) € V

9) Existenz des inversen Elements |—v) : |v) + |—v) = (0) ; V|v) € V

10) Bei der Multiplikation mit der Eins soll gelten: 1 - |v) = |v)

Die skalaren Koeffizienten a, b sind Elemente des Korpers, tiber dem der
Vektorraum definiert ist.

Koeffizienten a, b € R = reeller Vektorraum
Koeffizienten a,b € C = komplexer Vektorraum
Die Vektoren selber sind weder reell noch komplex!

Aus den Eigenschaften eines Vektorraumes folgt:
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A.2. Lineare Vektorraume

e |0) ist eindeutig
e 0/0) =10)
e |—v) ist eindeutig

o |-v) = —[v)
Beispiele fiir Vektorraume:

A) Vektoren im R"

Die bekannten Vektoren (Pfeile) mit Lange und Richtung.

Addition bedeutet verbinden der Pfeile: Ende des einen Pfeils ist An-
fang des zweiten.

Multiplikation mit einem Skalar a bedeutet Streckung um den Fak-
tor a.

Nullvektor ist der Vektor der Lange 0.

Inverser Vektor ist ein Pfeil in umgekehrter Richtung.

B) 2x2 Matrizen

Auch 2x2 Matrizen représentieren Vektoren im verallgemeinerten
Sinn.Wir definieren eine Basis

w=(o 0} (0o m- (1) -(01)

In dieser Basis kann man die Eintrdge von 2 x 2 Matrizen als Koeffi-
zienten von Vektoren auffassen:

Addition: ( v v > + ( Wi Wiz > _ ( v+ Wi V12 + Wi )

Va1 Vaa Wa1 W2 Vg1 + Wa1 V22 + Wa2

Multiplikation mit einem Skalar: a ( vtz ) = ( @ Atz )

V21 V22 aU21 QU292

0 0
Nullvektor: ( 00 )

—U11 —V12
Inverses Element: ( )
—UV21 —V22

Damit sind alle Eigenschaften eines Vektorraumes erfiillt.
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Def. A.2 (Lineare Unabhingigkeit). Eine Menge von Vektoren |v;) miti = 1,2...n
heif$t linear unabhingig, wenn gilt:

dailu)=10) & a=0 . (A.8)
=1
Ansonsten heif$t sie linear abhingig.

Zum Beispiel sind zwei nicht parallele Vektoren (Pfeile) in der Ebene line-
ar unabhéngig. Jeder weitere Vektor hingegen muss dann linear abhédngig
sein, da er durch Linearkombination der beiden anderen Vektoren aufge-
spannt werden kann. Die Dimension der Ebene ist lediglich zwei.

Das bringt uns zur allgemeinen Definition der Dimension:

Def. A.3 (Dimension). Ein Vektorraum hat die Dimension n, wenn es in ihm
maximal n linear unabhingige Vektoren gibt.

Notation: I""(R) n-dimensionaler reeller Vektorraum
V"(C) n-dimensionaler komplexer Vektorraum

Vektorraume konnen auch co-dimensional sein.

Beispiel:

Der Vektorraum der 2x2 Matrizen ist 4-dimensional, da die eben definier-
ten 4 Matrizen |e;) offensichtlich linear unabhéngig sind und hieraus alle
2x2-Matrizen aufgebaut werden konnen. Dies gilt sowohl im reellen als
auch im komplexen Fall.

Theorem A.1. Jeder Vektor |v) in einem n-dimensionalen Vektorraum kann
als Linearkombination von n linear unabhingigen Vektoren |e;) i = 1,2...n
geschrieben werden:

v) = Z v; |e;) (A.9)

Def. A.4 (Basis). Eine Menge von n linear unabhingigen Vektoren in V" heifSt
Basis des V™.
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Def. A.5. Die Entwicklungskoeffizienten v; heif$en auch Koordinaten des Vektors
in der gewihlten Basis.

Theorem A.2. Die Entwicklung eines Vektors in einer linear unabhingigen
Basis ist eindeutig.

Achtung: In diesem Skript sind alle Basen auch Vollstindige Ortho—Normalsystem(ﬂ
(VON). Wir werden oft “Basis” statt (korrekter) VON schreiben.

|v) ist die abstrakte Notation eines Vektors. Erst in einer gewédhlten Basis
wird der Vektor durch konkrete Koeffizienten spezifiziert. Wird die Basis
gewechselt, andern sich die Zahlenwerte, aber der Vektor und die Bezie-
hungen mehrerer Vektoren untereinander bleiben immer dieselben. In den
Komponenten gelten die altbekannten Regeln fiir Vektoren:

Mit: [0) = 3 i [er) und  |w) = 3 w; |es)
=1

i=1

gilt: |[v) + |w) = il(vi—i-wi) le;)

Def. A.6 (Unterraum). Gegeben sei ein Vektorraum V. Eine Untermenge von
V, die selber einen Vektorraum bildet, wird Unterraum genannt.

Addition und Multiplikation sind im Unterraum genauso definiert wie im
Vektorraum V.

A.2.2 Das Skalarprodukt

Def. A.7 (Skalarprodukt). Das Skalarprodukt ist eine komplexwertige Funk-
tion zweier Vektoren |v),|w). Es wird mit (v|w) gekennzeichnet und hat folgende
Eigenschaften:

o (vjw) = (wlv)*
e W)=0; (o) =0 & [v)=]0)

e Das Skalarprodukt ist linear im 2. Argument:
Mit |z) = a|v) + Blw) gilt
(ulz) = afulv) + B{ufw)

3 Ausnahme: kohédrente Zustinde, Kap. (vollstandig, aber nicht orthonormal)
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A.2. Lineare Vektorraume

o Esist anti-linear im 1.Argqument:
(2lu) = a*{vlu) + 5 (wlu)

Die vierte Eigenschaft folgt unmittelbar aus den ersten drei Eigenschaften.
Es kann leicht iiberpriift werden, dass das bekannte Skalarprodukt von
Vektoren im R" diese Eigenschaften erfiillt. Mit Hilfe des Skalarprodukts
lasst sich nun in Anlehnung an die Bedeutung der Vektoren des R" eine
Norm (Ldnge) von Vektoren definieren.

Def. A.8 (Norm). Die Norm eines Vektors |v) ist: ||v|| = ‘ |v)

= Vo

(Man beachte die oft tibliche abkiirzende Schreibweise ||v|| ) Ebenso lasst
sich die Eigenschaft der Orthogonalitdt mit Hilfe des Skalarprodukts ver-
allgemeinern.

Def. A.9 (Orthogonalitit). Zwei Vektoren |v),|w) heiflen orthogonal, wenn
gilt: (v|jw) =0

Def. A.10 (Orthonormalbasis). Basisvektoren |e;) mit ||e;|| = 1 V i und mit
(eilej) = ;5| V i,j heiflen orthonormal. Eine solche Basis heif$t Orthonormal-
basis.

Beispiel:

Wir betrachten das Skalarprodukt der Vektoren |v),|w) in einer Orthonor-
malbasis |e;) und leiten noch einmal den schon zu Beginn angesprochenen
Ausdruck fiir (v|w) her. Wir nehmen nur Umformungen nach Def[A.7vor.
Essei: (eilej) = dij, [v) =D viler), [w) =23 wjle;) . Dann gilt:

(lw) =Y viw; {eile;)

0]

—_— * . ..
- E v; Wi 6”

0]

§ *

Im R wird die letzte Zeile zu: @ - b = > aib;

Die resultierende Form ) . vw; des Skalarprodukts gilt in jeder Ortho-
normalbasis. Die Koeffizienten v;, w; hdngen von der Basis ab, nicht aber
der Wert des Skalarproduktes !
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Das Skalarprodukt erfiillt zwei wichtige Ungleichungen:

Schwarzsche Ungleichung: |(ww)]? < (@) wlw) = || |jw]?
(A.10)
Dreiecksungleichung: [ol] = flwll < fi(fo) + )] < o]l + ]
(A.11)
Beispiel:

f(x) seien die Funktionswerte eine im Intervall 0 < x < L definierten
komplexwertigen Funktion f, die man als Koeffizienten eines Vektors | f)
auffassen kann (s.a. spiter). Die Addition und skalare Multiplikation seien
definiert mit:

(f+9)(zx) == f(x)+ g(z) (punktweise Addition)
(af)(z) = af(z)

Das Nullelement hat die Funktionswerte: f(z) =0 Vx € [0, L]
Das inverse Element hat die Funktionswerte: —f(z)
Ein mogliches Skalarprodukt zweier solcher Vektoren | f),|g) ist:

(flg) = / £ (@)g(w)da (A.12)

A.2.3 Entwicklung in einer Orthonormalbasis

Wir gehen von der Darstellung des Vektors |v) in der vollstindigen Orthonormal-
Basis |e;) gemafl Theorem [A.T|aus:

n

lv) = Zvi le:)

=1

Wir berechnen noch einmal die Koeffizienten v; von |v) in dieser Basis.
Wir multiplizieren dazu die Gleichung von links mit (e;| und erhalten die
Formel zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten, namlich gerade
das Skalarprodukt mit den Basisvektoren:

(ej]v) = (ej] (Z Uz“ei>> = Zvi<ej|ei> = Zvi@j = (A.13)

i=1
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A.2.4 Der Dualraum

Zu jedem linearen Vektorraum V existiert ein sogenannter Dualraum
linearer Funktionale auf V.

Ein Funktional weist jedem Vektor |w) einen skalaren Wert zu.

Ein lineares Funktional erfiillt zusatzlich:

F(alv)y +blw)) = aF(|v)) +bF(lw)) VYa,be C und Vv),|w)

Ein einfaches Beispiel fiir ein lineares Funktional ist das Integral. Es weist
jeder Funktion f einen Skalar zu und ist linear.

Die Menge aller linearen Funktionale bildet einen linearen Vektorraum V*
(den Dualraum), wenn wir auch ihre Summe definieren:

(Fi+ F2) ([v) = Fi(jv)) + Fy(|v))

Das folgende Theorem setzt nun den Vektorraum und den dazugehorigen
Dualraum in eine eindeutige Beziehung zueinander:

Theorem A.3 (Rieszsches Theorem). V und V* sind isomorph, d.h. es gibt
eine eineindeutige Beziehung zwischen den linearen Funktionalen F in V* und
den Vektoren |w) in V.

Alle linearen Funktionale haben die Form F (|v)) = (w|v),

wobei |w) ein fester Vektor und |v) ein beliebiger Vektor ist.

Ein Funktional F ldsst sich deswegen mit einem ,Bra-Vektor” (w| € V*iden-
tifizieren, der auf einen Vektor |v) € V wirkt, mit der suggestiven Dirac-
schen Schreibweise

(w] v} = (w|v) .

Die Antilinearitdt des Skalarproduktes im 1. Argument fiithrt auch hier zu
einer anti-linearen Beziehung: Der (Ket-)Vektor M korrespondiert zum
Funktional (=, Bra-Vektor”) ¢* (v| !
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A.2.5 Folgen und Konvergenz

Aus der Norm ||v|| ldsst sich ein Abstandsbegriff zweier Vektoren |w) und
|v) und eine Metrik im Vektorraum definieren:

Def. A.11 (Abstand). Der Abstand zweier Vektoren |v), |w) ist definiert durch:

d(|v),lw)) = d(v,w) = | |[v) = |w) || (A.14)

Diese Abstandsdefinition erfiillt die notwendigen Bedingungen einer Me-
trik:

1. dlv,w) >0 ; dv,w)=0<%< |w) =|v)

2. d(v,w) < d(v,u) +d(u,w) Vu eV (Dreiecksungleichung)

3. d(v,w) = d(w,v)

Mit Hilfe des Abstandsbegriffes ist es erst moglich, iiber die Konvergenz
von Folgen zu sprechen.

Def. A.12 (konvergente Folge). Eine Folge |v,,) mit |v,) € V , n € N heifst
konvergent, wenn gilt:

e J|v) € V mit

e lim d(v,,v) =0

n—oo

o |v) ist eindeutig

Def. A.13 (Cauchy-Folge). Im Gegensatz zu einer konvergenten Folge muss
eine Cauchyfolge kein Grenzelement in V haben. Es muss aber gelten, dass

d(Vpn, vn) = 0 fiir m,n — oco. Mit anderen Worten:

Fiir jedes € > 0 existiert ein N, mit d(vy,,v,) < € Vn,m > N,

Die Tatsache, dass der Abstand zwischen den Vektoren einer Cauchy-Folge
gegen Null geht, heifit noch nicht, dass das Grenzelement existiert. Z.B. ist
(1+ £)" eine Cauchy-Folge im Raum der rationalen Zahlen; das Grenzele-
ment e* existiert aber nicht in diesem Raum.
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A.3 Lineare Operatoren

Ein Operator A bildet Vektoren auf Vektoren ab,

d.h. Wenn |v) ein Vektor ist, ist auch |w) := A |v) ein Vektor.

Ein Operator ist ausschliefilich durch seine Wirkung auf alle |v) € V' (bzw.
alle Vektoren seines Definitionsbereiches) definiert.

Da wir es in der Quantenmechanik nur mit linearen Operatoren zu tun
haben werden, werden wir sie in Zukunft einfach als Operatoren bezeich-
nen. Wir notieren Operatoren mit einem Hut ".

Def. A.14 (Linearer Operator). Ein linearer Operator erfiillt

Alalv) +blw)) = aA|v) + bA Jw) (A.15)

Es gentigt somit, die Wirkung eines linearen Operators auf einen Satz von
Basisvektoren zu kennen, da jeder beliebige Vektor als Linearkombination
der Basisvektoren geschrieben werden kann !

Die Identitit zweier Operatoren (A = B) bedeutet, dass A [v) = B|v) fiir
alle Vektoren aus dem Definitionsbereich gilt, der fiir beide Operatoren
gleich sein muss.

Def. A.15 (Summe und Produkt von Operatoren).

(A B

~—

) =
v (

+ Blv) (A.16)
) = )

(A.17)

S D>>
w =

o@

[v)

Beispiel: Der Ausdruck |v)(w| ist ein linearer Operator ! Wenn man ihn
auf einen Vektor |u) anwendet, erhdlt man wieder einen Vektor:

)l w) = |v) (W) .
~— ——
Vektor Zahl

Summen solcher Operatoren sind ebenfalls wieder Operatoren.

Def. A.16 (Inverser Operator). Das Inverse O~ eines Operators O ist defi-
niert durch

~

00" =070 =1 (A.18)

>
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Es existiert keineswegs immer das Inverse eines Operators! Es kann auch
passieren, dass kein Inverses bzw. nur das Rechts- oder Linksinverse eines
Operators existiert.

Durch Einsetzen sieht man, dass gilt

(AB...2)™' = z7'...B 1A} (A.19)

A.3.1 Einheitsoperator

Wir zeigen noch einmal allgemein die schon zu Beginn eingefiihrte Dar-
stellung des Einheitsoperators. Es wurde bereits gezeigt, dass sich ein Vek-
tor in einer Basis durch

v) = sz‘ |e:)

=1

darstellen ldsst, und dass die Entwicklungskoeffizienten mit
vi = (€ilv)

berechnet werden. Durch Einsetzen ergibt sich damit

n

v) = Zi'ﬁz lei) Z|e {eilv) = Z|€i><ei| [v)

=1 zanl
Der letzte Schritt ist wegen des eingefiihrten Dualraumes moglich, denn
das Skalarprodukt haben wir als eine Abbildungsvorschrift auf Vektoren

|v) gedeutet, die mit dem Bra-Vektor (e;| bezeichnet wird. Ein Vergleich
der linken und rechten Seite ergibt schliefslich

1= Z |e:) (el (A.20)

Das Ergebnis ist fiir jede beliebige orthonormale Basis giiltig.

Al4



A.3. Lineare Operatoren

A.3.2 Projektionsoperator

Def. A.17 (Projektionsoperator). Ein Projektionsoperator ist iiber die Eigen-
schaft P?* = P P = P (Idempotenz) definiert.

Wir beweisen leicht, dass P; := |e;)(e;| ein Projektionsoperator ist, wenn
(eile;) = 1 gilt:

2

P = lea)(eil - les){eil = leq) (eileq) (es] = lei)(ei| = P,

Der E1nhe1tsoperator Gl. (A.20) ist ebenfalls ein Projektionsoperator, denn
es gilt i’ = 1.

Beispiel:

Auch die Summe P := i le;) (e;| mit (e;|e;) = ¢;; tiber einen Teil der Basis-

=1
vektoren ist ein Projektionsoperator:

Z‘el {eille;) 6J|—Z\el ij eJ’—Z‘ez (s = P

i,7=1 i,7=1

Er projiziert in den Unterraum, der durch die Vektoren |e;), (i = 1,...,L)
aufgespannt wird. Wir berechnen seine Wirkung auf einen Vektor |v) =

>z viled)
Plo) = Z|€i><€i| Zvi|ei>

Ein solcher Operator kann z.B. vom dreidimensionalen Raum auf die von
den Vektoren |e;), |e2) aufgespannte zweidimensionale Ebene projizieren.
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A.3.3 Matrixdarstellung von Operatoren

Jeder Operator in einem n-dimensionalen Vektorraum kann als eine n x n-
Matrix in einer Basis |e;) dargestellt werden. Wir fithren zunéichst eine
Rechnung auf Operatorniveau durch, d.h. ohne den Operator auf einen
Vektor |v) anzuwenden. Wir multiplizieren den Operator von links und
rechts mit dem Einheitsoperator:

) ) \A/ektor
0=Z|ei><6il 0 ZIGj)(@jI =) @ teil Oles) Lesl (A 01)

~—

-~ , Y Vektor  ZahlO;;  Abb.
i i

Daher ist der Operator O eine Linearkombination von Operatoren |e;)(e;|:

O = Z Oy |ei)(e;| | mit Koeffizienten | O;; = (e;|O]e;)
]

und es gilt daher zusammen mit GI. (A.13)

e Die Koeffizienten v; eines Vektors |v) in einer Basis |e;) erhdlt man
durch Multiplikation von links mit (e;|:  v; = (e;]v).

e Die Koeffizienten O;; eines Operators O in einer Basis |¢;) erhilt man
durch Multiplikation von links und rechts mit (e;| und |e;):

Oi; = (e;]Ole;)
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e Matrixdarstellung von O |v) :

[7) = Olv) Z!ez ZOm 6;!@

U4

Multiplizieren wir dies von links mit (e,|, so ergibt sich
’L~)l = €l| Z Olj vj .
Dies ist eine Matrixmultiplikation: Neuer Koeffizientenvektor = Ma-

trix mal Spalte des alten Koeffizientenvektors.

e Matrixdarstellung von (w| O |v) :
Wenn wir statt mit (¢;| von links mit (w| multiplizieren, erhalten wir

(w| O |v) Zw O;j v;

Dies kann man als Zeile mal Matrix mal Spalte schreiben !

Genauso kann man in abzahlbar unendlich-dimensionalen Vektorraumen
vorgehen. Wir miissen dann fordern, dass die auftretenden unendlichen
Summen alle konvergieren.

A.3.4 Kommutator

Die Operator-Multiplikation ist assoziativ A(BC) = (AB)C

aber im allgemeinen nicht kommutativ AB + BA.

Beispiel: Bei 2 aufeinanderfolgenden Drehungen im dreidimensionalen Raum
um verschiedene Achsen kommt es auf die Reihenfolge der Drehungen
an.

Deswegen definieren wir die folgende in der Quantenmechanik ganz wich-
tige Grofe

Def. A.18 (Kommutator). Der Kommutator zweier Operatoren A, B ist

[A, B} — AB-B

S

(A.22)
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Eine Eigenschaft von Kommutatoren ist fiir praktische Rechnungen sehr
niitzlich

[AB,C] = A[B,C]+[A,C)B (A.23)

wobei A, B und C beliebige Operatoren sind. Beweis durch Einsetzen !

A.3.5 Spur eines Operators

Def. A.19 (Spur). Die Spur eines Operators ist definiert als

n

pA =trA = Z(ei\fllel}

i=1

Sie ist die Summe iiber die Diagonalelemente in einer Matrixdarstellung des Ope-
rators. Sie ist linear in A. Hierbei ist |e;) eine beliebige vollstindige Orthonor-
malbasis.

Theorem A.4. Die Spur eines Operators ist in jeder Basis gleich.

Beweis durch Einfiigen des Einheitsoperators:

alte Orthonormalbasis:  |e;)
neue Orthonormalbasis: |e})

SpA = Z<€i|A|€i> = Z<€Z|A ( Z l€}) (€] |> le;)  Einheitsoperator eingeschoben
; J

% %

= Z (e;|A ) (€jle;)  Produkt zweier Zahlen
4,3
= Z(e”ei) <ei|fl|e;-> Zahlen vertauscht
4,3
= Z(e” (Z le;) (e; |> A €j)  Einheitsoperator identifiziert
j i
- Y (Al
J
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Theorem A.5. Die Spur ist invariant beziiglich zyklischer Vertauschung.

&)(ABC---ZA):SQ?<30-HZAA):@(é---ZAB> (A.24)

Beweis wieder durch Einfiigen des Einheitsoperators:

Sp@g@...) —

D (e|ABC---Je)) = (e)| ALBC---|e;)

A 7

Steld (lete) 80k
i J

Z <€z“121’€j> <€j|Eé --+|e;)  Produkt zweier Zahlen
(2]

Z(%"BC" --les)  {ei]Ale;)  Zahlen vertauscht

1,]

(e BC (z rei><ei|) Aley

Z(%’\Bé ﬂf‘ﬂeﬁ = Z(eﬂéé' : 'A’€j>
j j
Sp (Bé- A)

Mit Hilfe der zyklischen Vertauschbarkeit bzw. durch Einsetzen der Defi-
nition zeigt man auch die folgenden Beziehungen

(Al )
Sp (o) {wl)
&Atransp

5 AT

= (w|Alv) (A.25)
= (wv) (A.26)
= $A (A.27)

(SpA) (A.28)

In der letzten Zeile kommt der im Folgenden definierte adjungierte Ope-

rator At vor.
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A.3.6 Adjungierter Operator

Wir definieren zundchst, wie ein Operator nach links wirkt, ndmlich so,
dass seine Matrixelemente zwischen beliebigen Vektoren unverdndert sind:

(<u|A) [ (Am). (A.29)

Den adjungierten Operator A" kann man tiber seine Matrixelemente defi-
nieren:

W) AT u) = (W Av)*  Vu,veV. (A.30)

(Man beachte die komplexe Konjugation.) Wegen der Linearitdt des Ska-
larproduktes ist es dquivalent, diese Beziehung nur fiir die Basisvektoren
zu fordern:

(ejlATle;) = (ei|Ale;)” (A.31)

Gleichung Gl. (A.30) soll fiir beliebige |u) gelten. Deswegen ist sie dqui-
valent zu einer Operatorbeziehung: Wenn wir Alv) = |w) nennen, so
definiert wegen (v|Af|u) = (u|AJv)* = (ulw)* = (wu)

der dazugehorige Bra-Vektor den adjungierten Operator Af:

w) = Ay & (w| = (WAl VeeV (A.32)

Der Beweis fiir die Existenz und Eindeutigkeit des adjungierten Operators
findet sich in vielen mathematischen Lehrbiichern.

Aus der Definition ergeben sich folgende Rechenregeln:

o\ T R
(AT> — A
(cA)f = ¢ Af
(A7 = (A7) (A.33)
(A+B) = A4 Bt =Bf 4+ Af
(AB...2) = Z1...BUAT
Beispiel: Wir beweisendie letzte dieser Gleichungen.
(al
(W[(AB)'|u) = (ulABJv)"
= (alBlv)* = (v|B'|a) = (v| B'Al[u)
Im Zwischenschritt wurde (@] := (u| A definiert und daraus mittels
(AN = A auf |a) = Af|u) geschlossen.
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Darstellung in einer Basis

Wie wir gesehen haben, wird der Operator A in der Orthonormalbasis |e;)
tiber die Matrix A;; = (e;|Ale;) dargestellt:

A = )" Ayle (el
ij
Fiir den Operator A" lautet die entsprechende Darstellung
AT = 3 (AT) lea (e -
]
mit der Matrix
(A7), = (eilAlle;) = (ej|Ales) = A3 . (A.34)

Man erhilt also die ,adjungierte Matrix”, ndmlich die urspriingliche Ma-
trix transponiert und komplex konjugiert. Der Operator selber lautet da-
her

At = 3 A5 e (e - (A.35)
ij

A.3.7 Aufleres Produkt

Neben dem inneren Produkt, das zwei Vektoren auf einen Skalar abbildet,
gibt es, wie wir schon gesehen haben, auch das duflere Produkt, das zwei
Vektoren auf einen Operator abbildet.

Def. A.20 (duBBeres Produkt). Das duflere Produkt zweier Vektoren |v), |w) ist
der Operator

o) (w] -
Die Wirkung des dufleren Produkts auf einen Vektor |u) ist
o) (wl [u) = |v) (wlu) . (A.36)
——

Zahl

Aufgrund von Gl. (A.31) gilt

(Iopwl)' = ol (A37)

denn (e;| (|w)(v]) lei) = (eslw) (vles) = (wles)* (el = ((ei] (loptl) le)
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A.3.8 Hermitesche und Selbstadjungierte Operatoren

Def. A.21 (hermitesche Operatoren). Ein Operator, der gleich seinem adjun-
gierten Operator ist, heifSt hermitesch:

A = At (A.38)
dh: (o]Alw) = (<w|,21|v>)* Vo,weV

Fiir die zu einem hermiteschen Operator gehorigen Matrixdarstellungen

gilt
Ay = Aj; . (A.39)

Def. A.22 (selbstadjungierte Operatoren). Ein hermitescher Operator A, fiir
den der Definitionsbereich von A mit dem Definitionsbereich von A’ iiberein-
stimmt, heif$t selbstadjungiert.

Der Unterschied zwischen hermiteschen und selbstadjungierten Operato-
ren wird nur in co-dimensionalen Rdumen wichtig. Wir werden im folgen-
den daher immer den Begriff hermitesch verwenden, und auf den feinen
Unterschied verweisen, wenn es notig ist.

Theorem A.6. Bereits die Terme (v|Alv) eines Operators legen bei einem kom-
plexen Vektorraum die Hermitezitiit fest:
Wenn (v]Alv) eR V) €V
Danngilt A= Af

Beweis:
Betrachte |v) = a|w;) + blwe) a,be C
(|Alv) = la]z <w1\/l|w1>/+lb|2 <w2|121|w2>/+g*b<w1|/1|w2>/+ ab*(wgm\wlz

-

T T T3 Ty

>, b € R ; (w;|Ajw;)) €eR =Ty, Ty €R
(WAp) eR =Ty +Ty R
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Da die obige Gleichung fiir beliebige |v) € V gilt, sollte sie insbesondere
fir (a =1,b=1)und (a = 1,b = i) gelten

l.a=b=1:

= (w1 | Afwy) + (wa| Alwy) = (wy|Ajws)* + (ws] Aluws ) (A.40)

=i ((wilAlws) = (sl Ajwr) ) £ =i ({wn|Afws)* — (wal AJun)*)
(w1 | Ajws) — (wa| Ajwr) = (ws] Alwy)* — (wn] Ajw,)*(A41)

Addition von GI. (A.40) und GL. (A.41) liefert (w:|A|ws) = (ws| A|w; )*.

Die bemerkenswerte Tatsache, dafs aus der Annahme der Spezialfille
(v|AJv) € R der Allgemeinfall folgt, liegt daran, da8 komplexwertige Ska-
lare verwendet wurden. Im rein Reellen geht das nicht. Es reicht auch
nicht, (e;|Ale;) € R nur fiir die Basisvektoren |e;) zu fordern.

Def. A.23 (anti-hermitesche Operatoren). Ein Operator heifst anti-hermitesch,
wenn

~

A=At

Ein wichtiges Beispiel eines anti-hermiteschen Operators ist der
Kommutator [A, B] zweier hermitescher Operatoren A und B:

[A, Bl = (AB)Y —(BA)' = BTA"— A'Bt = BA— AB = —[A,B] . (A42)
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A.3.9 Unitdre Operatoren

Def. A.24 (unitire Operatoren). Ein Operator U heifit unitir, wenn

A~

UU=1=00" , also |U' = U! (A.43)

Eine wichtige Eigenschaft unitarer Operatoren ist die Erhaltung der Norm:
NN .
|01} = IOt 1wy = oty = 110} 1.

Unitdre Transformationen entsprechen z.B. Drehungen oder Spiegelun-
gen.

Bemerkung: Fiir hermitesche, anti-hermitesche und unitdre Operatoren 1df3t
sich eine Analogie zu den komplexen Zahlen herstellen: Ein hermitescher
Operator ist analog zu einer reellen Zahl, ein antihermitescher Operator zu
einer rein imagindren Zahl, und ein unitdrer Operator zu einer komplexen
Zahl auf dem Einheitskreis (¢%?).

A.3.10 Basistransformation (,,Passive Transformation”)
Unitédre Operatoren erzeugen Basistransformationen von einer Orthonor-
malbasis |e;) zu einer neuen Basis
) = Ule,) . (A.44)
Dies ist wieder eine Orthonormalbasis, denn
(eflef) = (e UTUe;) = (eile;) = 65 -
Wenn man umgekehrt zwei Orthonormalbasissysteme gegeben hat, kann

man den zugehorigen Transformationsoperator explizit als unitdren Ope-
rator schreiben. Er bildet jeden Basisvektor |e;) auf |e]) ab, ist somit einfach

U = la)el - (A.45)
l

Die Unitaritit sieht man sofort durch Einsetzen:

OUt = led (el lem) (el = > lei(el] = 1.

Im l

6lm

(Analog fiir Utu.)
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Die Matrixelemente von U in der ungestrichenen Basis sind

Us: = (e;|U]e;) = eile)) (erle;) = (e;lel) . (A.46)
i = (eilUle;) ;( !z><;ly> (eile))
1j
Die Spalten der Matrix U;; sind daher die Koeffizienten (e;|¢) der neuen
Basisvektoren in der alten Basis !

Bei einer Basistransformation (,,passive Transformation”) werden nur die
Basisvektoren gedndert. Die beschriebene physikalische Situation bleibt
dieselbe. Daher bleben alle ,physikalischen” Objekte unverindert, d.h.
alle Nicht-Basis-Vektoren und alle Operatoren. Nur ihre Koeffizienten
sind in der neuen Basis anders:

Alte Basis: V; = <€i|U> ) Oi]‘ = <€Z‘|OA|BJ‘> (A47)
Neue Basis: v} = (¢e[v) ; O = (¢}|Ole}) (A.48)

Die Transformation dieser Koeffizienten erhilt man in der Bra-Ket-Schreibweise
z.B. durch Einschieben eines Einheitsoperators.

1) Die Koeffizienten eines Vektors |v) lauten in der neuen Basis

v, = (e]v) = (€ e e | |v) = ele;) (e;lv) = N v
[ = {ellv) u(;mu)u D (elles) feilvy = (U1, v

. / J vVj J
~~
1

(A.49)

Noch einfacher erhélt man sie mittels des Adjungierten von GI. (A.44):
el = (elU" = v={cv) = (elU") .

Die Koeffizienten eines festgehaltenen Vektors transformieren sich daher
mit der inversen Matrix Ut = U~

2) Die Matrixelemente eines Operators in der neuen Basis sind

O = (ellOle)) = (&) lemleml O Y leadlenl Ie})

ke i
= Z (e5lem) (eml O l€n) <€n|e;'>
= > (U"),,, Omn Unj . (A.50)
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Dies sieht man auch direkt durch Benutzen von |¢}) = Ule;) :
(e O ) = (el UtOU |e;) . (A.51)

Die Matrixelemente von O in der neuen Basis sind dieselben wie die Ma-
trixelemente von O' = U'OU in der alten Basis. Erwartungswerte (Ma-
trixelemente beziiglich physikalischer Objekte ) (w|O|v) bleiben bei einer
Basistransformation unverdndert.

A.3.11 Aktive Transformation physikalischer Objekte

Wir beschreiben jetzt eine verinderte physikalische Situation, z.B. eine Ver-
schiebung oder Rotation der physikalischen Objekte, bei festgehaltener
Basis, d.h. unverdnderten Basisvektoren. Dies kann formal auf zwei dqui-
valente Arten geschehen.

1. Wir transformieren die Vektoren (Zustande) v € V' mit einem unitar-
en Operator U:

vy — Ulv). (A.52)

Die Norm der Vektoren |v) dndert sich wegen der Unitaritdt nicht:
(v|UT U)v) = (v|v). Operatoren (entsprechend physikalischen Messvor-
gangen) werden nicht transformiert ! Die transformierten Vektoren
haben aber verdnderte Matrixelemente, d.h. man erhilt andere Mes-
sergebnisse z.B. fiir die Positionen der physikalischen Objekte:

WOy — @UTOUWw) . (A.53)

Nur solche Matrixelemente (nicht aber die Vektoren oder Operatoren
selber) entsprechen beobachtbaren Grofien !

2. Wir konnen dieselbe veriinderte physikalische Situation beschreiben, wenn
wir statt der obigen Transformation die Vektoren nun nicht veran-
dern und dafiir alle Operatoren gemafs

O = UoU (A.54)
transformieren.

Die Spur eines Operators ist invariant gegeniiber solchen Transfor-
mationen:

IS (U%f/) — % (AUUT) — % (Aﬂ) — % (A) .
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A4 Eigenwertprobleme in endlichdimensiona-
len Vektorraumen

Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass man die Eigenvektoren je-
des hermiteschen Operators als vollstindiges Orthonormalsystem (Basis)
schreiben kann. In dieser Eigenbasis ist der Operator diagonal, so dass
man Funktionen des Operators kompakt schreiben und Operator- bzw.
Matrix-Gleichungen leicht 16sen kann.

Zunichst werden wir uns mit endlichdimensionalen Vektorraumen be-
schaftigen. Die Resultate werden auch fiir abzdhlbar unendlich dimensio-
nale Hilbertraume anwendbar sein, sofern die Konvergenz gewihrleistet
ist.

A.4.1 Eigenwerte

Eigenwertprobleme spielen in der Quantenmechanik eine Schliisselrolle.
Sie sagen z.B. aus, welche Werte bei einer Messung beobachtet werden
konnen.

Def. A.25 (Eigenwert, -vektor). Wenn fiir einen Operator A und einen Vektor
|v) aus V, der nicht der Nullvektor ist,

Alw) = alv) mitaeC
qilt, dann nennt man |v) Eigenvektor von A zum Eigenwert a.

Die Gesamtheit der Eigenwerte nennt man das Spektrum des Operators.

Aus der antilinearen Beziehung zwischen Bra- und Ket-Vektoren und der
Definition des adjungierten Operators (A.32) folgt:

W] At = (v] a*

Der adjungierte Operator hat also linksseitige Eigenwerte a*.

Theorem A.7. Fiir hermitesche Operatoren gilt:

a) Hermitesche Operatoren haben nur reelle Eigenwerte.
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b) Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal.

c) Eigenvektoren zu gleichen (,,entarteten”) Eigenwerten konnen immer or-
thogonal gewihlt werden.

d) Die Eigenvektoren eines hermiteschen Operators bilden eine Eigenbasis (voll-
stindigen Satz von Eigenzustinden). Fiir die orthonormierten Eigenvekto-

ren |v;) gilt daher
Z o) (] = 1.

Beweise: (nur zu a und b)

a) Fiir hermitesche Operatoren A = A gilt:

(Wldl) = (@A) = (v]AJv)*
(vlafv) = (vafv)®
alvlv) = a"(v|v)

b) Betrachte zwei Eigenvektoren |v;), |v5) von A mit (immer reellen)
Eigenwerten a; # as:

Alvr) = ayv)

A ’U2> = Q9 "UQ)

Da A hermitesch ist, gilt:

(01 AJvs) = (va|ATjor)* = (wo] AJvy)*
(vilazlve) = (v2]ar|v)”
ag(vi|vy) = aj(valvr)”
ag(vilva) = ai(vi]vy)

Zuletzt haben wir a; = a} ausgenutzt. Wegen a; # as folgt (v;|ve) =
0. Zustdnde zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
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Anmerkung zu c): geeignete Orthonormierungsverfahren sind zum Bei-
spiel das Verfahren nach Gram-Schmidt oder das besonders in der Quan-
tenchemie eingesetzte Lowdin-Orthogonalisierungsverfahren.

Bemerkung: Das Theorem gilt nur fiir hermitesche Operatoren! Es
kann im Allgemeinen passieren, dass die Sakulargleichung det(A — A1) =
0, welche die Eigenwerte bestimmt, in A eine n-fache Wurzel besitzt, al-
so ein n-facher Eigenwert vorliegt, aber nur m < n Eigenvektoren. Wir
wollen dies am Beispiel der nicht-hermiteschen 2 x 2-Matrix

(&)

(mit € # 1) studieren. Um das Eigenwertproblem der Matrix zu l6sen,
benotigen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms (Sakular-

gleichung):
(& 5= e

Eigenwerte: A= *e

(Nicht normierte) Eigenvektoren: <il )
€

Im Grenzfall € — 0 geht die Matrix in ( 8 (1) ) tiber. Das charakteristi-
sche Polynom hat eine zweifache Nullstelle bei A = 0. Es existiert aber nur

noch ein Eigenvektor ( (1) )

A.4.2 Spektraldarstellung, Funktionen von Operatoren

Wir wissen bereits, dass man den Einheitsoperator iiber ein vollstindiges
orthonormales Basissystem {|e;) } ausdriicken kann:

i= Z le:) (es] - (A.55)

Ein solches Basissystem wird insbesondere von den orthonormierten Fi-
genvektoren |a;) jedes hermiteschen Operators A aufgespannt, mit

A |@z‘> = a |ai> . (A.56)
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Damit konnen wir den Operator A in seiner Eigenbasis ausdriicken:
A=1A1 =Y Jai)(ail A 3 aj)(ay]
i J

= > lai)(a;] Alay) {ay
i,J SN~

ajlag;)

= Zaj|ai> (ailaj) (a;] = zi:ai |ai)(ai]

%,J

Wir erhalten die Spektraldarstellung des hermiteschen Operators A,

das ist die Darstellung in der Eigenbasis:

A= Z a; |a;)(ai |- (A.57)

Funktionen von Operatoren

Wir wollen nun zu den hermiteschen Operatoren auch Funktionen dieser
Operatoren betrachten. Die Bedeutung der Operatorfunktion A¥, v € N
ist sofort einsichtig, ndamlich die mehrfache Anwendung des Operators
A: (AA...). Dies ist wieder ein Operator. Allgemeinere Funktionen eines
Operators miissen jedoch erst definiert werden.

Jede analytische Funktion einer komplexen Variablen z lasst sich als Po-
tenzreihe schreiben:

f(x)zz ¢, ¥

v=0

Man erweitert nun die Wirkung dieser Funktionen auf Operatoren:

Def. A.26 (Funktion eines Operators).
fA) = > o, A (A.58)
v=0

Die ¢, iibernimmt man aus der Reihenentwicklung der Funktion f(x) fiir x € C.

Die Funktion eines Operators ist also iiber die Potenzreihenentwicklung der
Funktion definiert. Beispiel: e! = 1 + A + A%2/2+....
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Diese Definition ist fiir praktische Rechnungen weniger geeignet als die
zugehorige Spektraldarstellung, die wir nun herleiten werden. Fiir ganz-
zahlige Potenzen m gilt:

Am =" al" |aj)(a;| (A.59)

Beweis: Vollstandige Induktion

Induktionsanfang (m = 0): A° = 1

Induktionsannahme: Am = % a laj)(a;] Vm < M
J

Induktionschluss:

A = AMA =" al ay) (a5 A =D al ay) gyl

J J
(aj] aj=(a;| a;

q.e.d.

Mit (A.58) und (A.59) ergibt sich fiir Operator-Funktionen:

) = Sl — S0 Y )] — z(zcya;) )

v=0 v=0 i J v=0
flaj)

die Spektraldarstellung von Funktionen eines Operators

f(A) = Z f(a;) lag){a;| (A.60)

Wenn wir Gl. (A.60) als Definition der Funktion eines Operators verwen-
den, konnen wir auch nichtanalytische Funktionen f zulassen.

Aus Gl. (A.58) leitet man auch leicht das Verhalten von Funktionen bei
Transformationen mit einem unitdren Operator U her:

FOTAD) =S 6 (UTAU)” =Y e | UTAQUT AD...

S
SN—

3

I

§>
=
2
-l

=%, a0 (

A3l



A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Wir fassen die Ergebnisse zusammen. Sie gelten auch fiir Operatoren in
abzahlbar unendlich dimensionalen Vektorraumen.

Es sei {|a;)} das vollstandige orthonormierte Basissystem aus Eigenvekto-
ren des hermiteschen Operators A, mit den zugehorigen Eigenwerten a;.
Dann gilt:

SPEKTRALDARSTELLUNG (SPEKTRALSATZ)
1= Z a;) (a] (A.61a)
A = Z a; |a;)(ag] (A.61b)
f(A) = Z f(ai) fai)(ail (A.6lc)
FIUTAU ) = Ulf f(A) T (A.61d)
W) = D fla) [l (A.6le)

Die Gleichung (A.61c) enthélt die beiden vorherigen Gleichungen als Spe-
zialfélle. Allerdings folgen die Gleichungen (A.61a) und (A.61b) aus den

elementaren Eigenschaften der linearen Vektorrdume, wohingegen der Gl.
(A.61c) die Definition der Funktion eines Operators zugrunde liegt.

Als Anwendung folgt Gl. (A.61e) direkt aus Gl. (A.61c).

A.4.3 Darstellung iiber Matrizen

Wir haben gerade Beziehungen zwischen abstrakt geschriebenen Operato-
ren hergeleitet. Man kann sie dquivalent auch mittels Matrizen schreiben.

Def. A.27 (Matrixdarstellung). Die Darstellung eines Operators A in einer
beliebigen Orthonormalbasis {|e;)} ist die Matrix A mit den Matrixelementen

Ay = (eilAley). (A.62)
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Die obigen Operatorbeziehungen werden in dieser Basis zu entsprechen-
den Gleichungen fiir die Matrix A und ihre Funktionen. Nicht nur in der
Quantenmechanik, sondern auch in anderen Gebieten spielen Funktionen
von Matrizen eine wichtige Rolle.

Entsprechend der Definition Gl E haben Funktionen f(A) die Matrix-
elemente

(el f(A)le;) Z ey (e A”[e;)

Beispiele: .
(eilAle;) = Ay
(eilAAle;) = (eilA Z|€z><€l| Alej)
= Z(ezlAlez (erl Ale;) ZAZAIJ )i = (A%);
I
(el Ale;) = (A)y
Es folgt: (e;|f(A)le;) = (f(A4)), (A.63)
z.B.: (ei\eiA]ej) = (eiA)ij

Wir erhalten also die analogen Funktionen der Matrizen. Zum Berechnen
solcher Funktionen von Matrizen ist es in der Regel das Einfachste, die
Spektraldarstellung zu benutzen (d.h. die Eigenbasis). Aus dem Spektral-
satz wird die Darstellung

(f(A)y = (elfDley) = (el (Zf(am>\am><am!> ;)

- Z f(am> <€i|am> <am|€j>- (A.64)

Dazu benétigt man die Eigenwerte von A und die Koeffizienten (a,,); =
(eilam) der Eigenvektoren von A in der Basis |e;). Die Eigenwerte kann
man tiber die Sékulargleichung det(A — A1) = 0 erhalten und die Koeffi-
zienten anschliefSend als Losungen der linearen Gleichungssysteme

S Ay (eilan) = am (eilan) & Adw = andn.  (A65)

A33



A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Diagonalform

In der Eigenbasis {|a;)} ist die Matrix A diagonal. Man sieht dies direkt aus
der Spektraldarstellung

(@il Alag) = (@il Y amlam)(an| |a5) = a;6;, (A.66)

m

oder auch daraus, dass die |a,,) Eigenvektoren sind:

(a;] Alay) = (ai| ajla;) = a;8;;, (A.67)

Man kann also die Matrixdarstellung eines Operators A diagonal machen,
mit den Eigenwerten a; auf der Diagonalen, indem man eine Basistrans-
formation |e;) — |a;) = Ule;) mit der unitiren Matrix (A.45) durchfiihrt:

U =73 la)el
In der Basis {|e;)} hat U die Matrixelemente
Uem = (ex|Ulem) = (ex|am) - (A.68)

Aquivalent (Gl. (A.54)) hat der Operator A' = U AU in der alten Basis |e;)
Diagonalform, mit denselben Matrixelementen:

~

A =UNAU =3, |e)(a] A |am)(enl
= Dim e ar] an am) (en]
= D l€1) G Ot (e
= > arle) (el . (A.69)

Ein lineares Gleichungssystem

J

16st man durch Diagonalisierung der Matrix A. Dies entspricht einer Trans-
formation auf die Eigenbasis von A. Wir multiplizieren dazu A |v) = A1 |v)
AUU" |v) von links mit U':

UTAU Ut o) =T ) . (A.71)
s’/_/ ~—— ~——
A=) =)

= A Py =), (A.72)

wobei die Matrix A’ jetzt diagonal ist. Zur Durchfiihrung einer Diagonali-
sierung gibt es zahlreiche analytische und numerische Verfahren.
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A.4.4 Determinanten

Es sollen noch einige niitzliche Eigenschaften von Determinanten ange-
geben werden. Wir unterscheiden hier drei Typen von n x n Matrizen: 1)
beliebige A, B; 2) hermitesche H mit Eigenwerten ); , und 3) unitdre Ma-
trizen U.

EIGENSCHAFTEN VON DETERMINANTEN

|det(U)] = 1 (A.73a)
det(AT) = det(A)* (A.73b)
det(A B) = det(A) - det(B) (A.730)
det(UT AU) = det(A) (A.73d)
det(H) = H i (A.73¢)

log det(H) = tr log(H) (A.73f)

Anmerkung zu Gl. (A.73c): Determinanten sind nur fiir quadratische (n X
n) Matrizen definiert’] Dennoch ist die Determinante des Produktes AB
zweier nicht-quadratischer Matrizen definiert, wenn das Produkt eine qua-
dratische Matrix liefert, das heifst, wenn A eine n x m- und B eine m X n-
Matrix ist. Allerdings gilt dann Gl. nicht mehr in dieser einfachen
Form. Diese Determinante ist auf jeden Fall Null, wenn m < n.

“Determinanten nicht-quadratischer Matrizen werden manchmal dadurch definiert,
dass man die Matrix quadratisch ergédnzt, d.h. die fehlenden Elemente zur quadratischen
Form mit Nullen auffiillen. Die Determinante dieser Matrizen ist zwar Null, aber immer-
hin definiert.
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A.5 Die Delta-Distribution

Oft werden wir Raume mit kontinuierlichen Koordinaten wie z.B. = be-
notigen. Dazu werden wir den sehr effizienten Formalismus von Dirac
benutzen und brauchen Distributionen, insbesondere die §-Distribution.
Wir werden den Formalismus moglichst einfach halten und Konvergenz-
fragen nur kurz diskutieren. Eine strengere mathematische Behandlung
findet man in Lehrbiichern zur Theorie von Distributionen.

Motivation

Ein Beispiel fiir das Auftreten der J-Distribution ergibt sich beim elasti-
schen Stof3 zweier Kugeln derselben Masse. Die erste Kugel mit Impuls p,
stofie gegen eine ruhende zweite Kugel. Nach Abschluss des Stofies ruht
die erste Kugel und die zweite Kugel hat den Impuls p,. Der Stofs beno-
tigt eine endliche Zeitspanne At. Wahrenddessen tritt eine Kraft F'(t) = %

dt
auf. Das Integral unter der Kurve F'(t) ist der gesamte Impulsiibertrag

8y = [Fwa = p

Es ist unabhingig von der Stofizeit. Der zeitliche Verlauf der Kraft F'(t)
wird daher immer schérfer, je kiirzer die Stof3zeit At ist.

Kann man auch den Grenzfall A¢ — 0 beschreiben ? In diesem Grenzfall
ist der Impulstibertrag instantan. Die Kraft F(¢) hat dann die Form einer
Nadel: sie ist immer Null, aufier zu einem Zeitpunkt t,. Trotzdem muss das

O—- O 2

p() 7z

Abbildung A.2: Elastischer Stofs zweier Kugeln mit unterschiedlichen
Stof3zeiten.
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Integral [ F(t) dt = po immer noch endlich sein. Diese Eigenschaften kon-
nen nicht von einer Funktion mit Werten F'(t) erfiillt werden. Stattdessen
bendtigen wir Distributionen.

Distributionen
Distributionen sind Funktionale, d.h. Funktionen von Funktionen. Sie sind
auf Testfunktionen f aus einem Testfunktionenraum 7' mit geeigneten Ei-

genschaften definiert. Insbesondere miissen die Testfunktionen geniigend
oft stetig differenzierbar sein. Sie diirfen auch nicht zu stark divergieren.

Fiir die Definition der -Distribution gentigen Testfunktionen f, die

1) stetig sind, nicht zu stark divergieren, und

2) im Unendlichen geniigend stark abfallen, so dass alle auftretenden
Integrale konvergieren. Insbesondere soll gelten

lim f(z) = 0.

xr—r+00

Distributionen bilden Testfunktionen auf die reellen Zahlen ab:

Diese Abbildung soll linear und stetig sein.

Oft kann man eine Distribution ¢(f) als ein Integral schreiben:

(0.f) = o(f) = / T o) fa) de (A74)

mit einer Funktion ¢, die man dem Funktional ¢ zuordnen kann. Umge-
kehrt definieren alle Funktionen ¢ auf diese Weise eine Distribution ¢.

A37



A.5. Die Delta-Distribution

A.5.1 ¢-Distribution

Die Delta-Distribution 4 ist definiert iiber

o) = f(0). (A75)
Sie bildet jede Funktion f auf den Wert der Funktion beim Argument Null ab.

Ublicherweise schreibt man diese Beziehung symbolisch in der gleichen

Form wie Gl. (A.74):

/_ T 5@ f@)dr = f(0) . (A.76)

[e.9]

Diese Schreibweise ist fiir Rechnungen bequem. Es gibt allerdings keine
normale Funktion mit Werten §(x), die diese Beziehung erfiillt ! Fiir eine
solche Funktion miisste (wie bei der Kraft F'(¢) im obigen Beispiel) gelten

2 0, z#0
o) = { oo, =0 "
aber so, dass Gl. (A.76)) erftillt ware.

Stattdessen kann man ¢ aber als Lines von Integralen wie Gl. (A.74) dar-
stellen:

5(f) = lim Oo(x) f(z)dz = f(0) (A.77)

a—0 oo

mit Hilfe einer Schar von normalen Funktionen §,, die von einem Parame-
ter o abhidngen, und die sich bei o — 0 immer weiter auf Null konzentrie-
ren miissen.

Achtung: Integral und Grenzwert vertauschen hier nicht, denn dann er-
hielten wir Gl. (A.76) mit einer normalen Funktion J.

Konkret miissen die Funktionen ¢, die folgenden Bedingungen erfiillen:

1) Normierung: [*°  d,(z) dz =1 fiir alle

2) Konzentration der gesamten Norm auf ein infinitesimales Intervall
um Null:

lim do(x)dz =1

fiiralle A >0 .

A 38



A.5. Die Delta-Distribution

Ein Beispiel fiir eine solche Funktionenschar sind die folgenden Rechtecke:

|
Sie erfiillen offensichtlich die Bedingungen 1) und 2).
Das Integral mit einer Testfunktion f ist

ot = [ an) @ = = f " @) do

0o o —a/2

Mittelwertsatz 1 ~ ~ o~ o o

wertsatz - 2 - . mit [__, _} ,

aaf(x) f(z), mit T € k)
Fiir den Limes lim,_,( folgt also wie gewtinscht
lim (0o, f) = f(0) -

Man beachte: die Anwendung der Delta-Distribution auf eine Testfunk-
tion ist mit Hilfe einer Funktionenschar und des Limes lim,_,, tiber ein
Integral definiert. Die Schreibweise Gl. (A.76) ist als Kurzschreibweise fiir
einen solchen Prozess zu interpretieren: Mit diesem Hintergrundwissen
kann man in der Praxis Gl. (A.76) direkt anwenden.

Obwohl es keine Funktion ¢ gibt, spricht man tiblicherweise von der Di-
racschen ,Delta-Funktion §(x)”. Dieser Ausdruck macht nur Sinn, wenn er
letztlich unter einem Integral steht !

Weitere Beispiele fiir geeignete Funktionenfolgen:

1 1 2
e 2«
) V2ra
1 o}
T 2?2 + a?
3) sin(z/a) _ i /Ua ot ¢
T 21 J 1)
Die Kurzform der letzten Beziehung ist
§(z) = / et dt . (A.78)
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A.5.2 Differentiation von Distributionen

Es ist niitzlich, auch der Ableitung einer Distribution eine Bedeutung zu
geben. Wir benodtigen dann Testfunktionen, die zumindest einmal stetig
differenzierbar sind. Sie miissen weiterhin im Unendlichen auf Null abfal-
len: f(+o00) = 0.

Wir definieren die Ableitung einer Distribution ¢ iiber die Ableitung der
zugehorigen Funktionen ¢, mit Hilfe einer partiellen Integration:

)= tm [ @) fla)da
~ lim (wa@:)f(x) > - [ e f'<x>dx)
T oo
= —a(f)

Die Ableitung tibertragt sich also auf die Testfunktion. Fiir die J-Distribution
erhélt man

I(f) = =b(f) = —f(0) .

Beispiel: Heavisidesche Stufenfunktion

1, >0
O(z) = {0 £ <0 ,

Wenn man die Ableitung der zugehorigen Distribution auf eine Testfunk-
tion f anwendet, findet man

0'(f)= —af)
- - | wr@a - - [ roe - -

= f(0) .

Dies ist aber gerade die Definition der Delta-Distribution. Die Ableitung
der Stufenfunktion ergibt also die Delta-Distribution.

0 = 5. (A.79)
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Damit bekommen wir die Antwort zum Grenzfall des einleitend betrach-
teten elastischen Stofes: Im Grenzfall At — 0 wird der Impuls des zweiten
Teilchens zur 0-Funktion und die Kraft zur Delta-Distribution:

Impuls p(t) = po6(t)
Kraft F(t) = p'(t) = pod(t) .
A.5.3 Delta-Distribution mit transformiertem Argument

Zunichst berechnen wir die Wirkung von 6(z — x¢) durch Anwenden auf
eine Testfunktion und Substitution y = z — z¢:

/OO d(z — o) f(x)der = lim h do(x — 0) f(2) do

oo a=0 J_ o
= lim Saly) fly +x0) dy
= f(l”o) .

Allgemein gilt fiir eine Funktion g(x) mit aussschlieSlich einfachen Null-
stellen z;:

S(9@) = 3 % (A80)

i

Wir zeigen dies zunéchst fiir den Fall, dass ¢g(z) streng monoton ist, also
g'(z) # 0, und eine Nullstelle g(zy) = 0 hat. Weil ¢'(z) # 0, gibt es zu
y = g(z) eine Umkehrfunktion, mit x = g~ !(y).

Wir konnen dann das Integral iiber eine Testfunktion berechnen:

/ " 5(g(a)) fx) do = / 5w £ (0 ) m(i

. o ') |
x ——
/—"I\ﬂ
fg ()
17 (7' (v)) |
=0
o f(wo) . 005@—950) ) de
- e = L T fwa
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Hierbei haben wir substituiert:

dy dy dy
y=gx) = ¢@)=-=> = dr= = .
(@) @) =% g(@) g (y)
Die Betragszeichen im Nenner treten auf, weil sich bei ¢’ < 0 die Inte-
grationsgrenzen vertauschen. Die Nullstelle y = 0 schliefSlich bedeutet

O=y=g(r) = z=ux.

Wenn die Funktion g mehrere einfache Nullstellen hat, tragen nur die Um-
gebungen der Nullstellen zum Integral bei. Zu jeder einfachen Nullstelle
gibt es eine gentigend kleine Umgebung, so dass dort die Funktion streng
monoton ist und obige Uberlegung angewandt werden kann. Das Ender-
gebnis ergibt sich als Summe tiber alle Nullstellen.

Eine weitere wichtige Beziehung ist

g(x)o(x —y) = g(y)d(x—y), (A.81)

insbesondere

ri(r—y) = ydlx—y).

Dies gilt, wenn sowohl f(x) als auch f(x)g(x) Funktionen aus dem Testfunktio-
nenraum sind und folgt dann aus

/ dr f(z) gla) Sz —y) = f(y)oly) = / dx f(z) gly) 5(z ).
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A.6 Der Ortsraum

Wir behandeln nun Funktionen f(z), wobei x eine Position im Raum ist.
Zunichst betrachten wir diskrete Positionen x; und anschliefSend kontinu-
ierliche z.

A.6.1 Funktionen als Vektoren

Funktionen f(x) kann man als Vektoren auffassen:

Endlich viele Stiitzstellen

Das einfachste Beispiel ist eine Funktion mit endlich vielen Sttitzstellen z;,
i = 1,...,n. Die Funkion ist durch die n Werte f(x;) bestimmt.

£(xy)

T T T
Xp X2 X3 Xn

Abbildung A.3: Funktion mit endlich vielen Stiitzstellen.

Diese Werte kann man als Koordinaten eines Vektors interpretieren: f(z;) sind
die Koeffizienten von “Basisvektoren”, die wir #; nennen, und die ganze
Funktion ist dann ein Vektor in R™.

f(xy X

Abbildung A.4: Funktion mit zwei Stiitzstellen, interpretiert als Vektor.
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Abstraktere Schreibweise mit Bra und Ket:

= i i = i i A.82
£)o= 2 ) S > lw) Gwilf) (A82)
Vektor " Basisvektor Koeffizienten ! I (=)

|z;) ist ein Basisvektor, dquivalent zu einer Funktion mit Wert 1 bei
x;, Null sonst. Seine Darstellung im R" ist die Funktion mit dem Wert
1 bei z;, und Null sonst.

Die Basisvektoren konnte man auch anders nennen. Fiir die Verall-
gemeinerung auf kontinuierliche Orte ist aber |z;) am giinstigsten.

Die Abbildung (z;| bedeutet: Man nehme den Funktionswert an der
Stelle z; :

(wl f) = flw) (A.83)

Der endlich dimensionale Vektorraum ist derselbe wie in den vori-
gen Kapiteln. Nur die Interpretation der Koeffizienten hat sich gedn-
dert. Daher gelten weiterhin:

Orthonormalitédt der Basisvektoren: (z;|x;) = d;;.
Vollstandigkeit: » ~ |a;)(z;] = 1.

Abzidhlbar unendlich viele Stiitzstellen

Dieser Fall unterscheidet sich in der Diracschen Formulierung nicht we-
sentlich von der Situation mit endlich vielen Stiitzstellen.Die Koeffizien-
ten miissen nun geeignete Normierungsbedingungen erfiillen, damit die
zu berechnenden Ausdriicke wohl-definiert sind. In der Diracschen For-
mulierung kann man dabei, wie wir noch sehen werden, auch mit nicht-
normierbaren Vektoren arbeiten, die z.B. ebenen Wellen entsprechen.
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Funktion f(z) eines kontinuierlichen Arguments

Zu einem kontinuierlichen Argument  kommt man, indem man die Stiitz-
stellen z; immer dichter werden ldsst. Dann geht die Summe tiiber die
Stiitzstellen in ein Integral tiber

;(M) — /dx,

wobei Az die (hier als konstant angenommene) Intervall-Lange zwischen
den Stiitzpunkten ist. Diese Intervall-Lange benttigen wir im rein diskre-
ten Fall nicht.

Die Integrationsgrenzen sind in der Regel —oo und co. Gelegentlich ist es
auch sinnvoll, ein nur endlich langes Intervall im Ort zu betrachten. Das
kann man aber auch erreichen, indem man f(z) aufSerhalb des Intervalls
auf Null setzt.

Abbildung A.5: Eine Funktion mit vielen dichten Stiitzstellen geht im Grenzfall
in eine Funktion eines kontinuierlichen Argqumentes iiber.

A.6.2 Kontinuierlicher Ortsraum

Wenn wir z als eine Koordinate im Raum auffassen, gelangen wir zum
kontinuierlichen Ortsraum. Wir betrachten im Folgenden der Einfachheit
halber zunéchst nur 1 rdaumliche Dimension. Die Behandlung ist nicht ri-
goros; wir werden z.B. auf Fragen wie Randbedingungen, Definitionsbe-
reiche und Konvergenz nur zum Teil eingehen. Aus der Basisdarstellung
GL eines beliebigen Vektors |¢) wird die
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ORTSRAUMDARSTELLUNG: WELLENFUNKTION

- / delz) (zhp) . (A84)
~— ——
Vektor —00 Y(z)

Die Werte ¢(x) bilden die Koeffizienten oder Darstellung des abstrakten
Vektors |¢)) im Ortsraum. Die Funktion ¢ (z) nennt man in der Quanten-
mechanik die "Wellenfunktion”.

Es gibt jetzt kontinuierlich viele Basisvektoren |z). Wie wir gleich sehen
werden, sind sie aber nicht mehr normierbar! Die mathematische Standard-
Beschreibung von Operatoren in kontinuierlichen Rdumen vermeidet sol-
che nicht-normierbaren Vektoren. Sie geht auf von Neumann zurtick und
benutzt Stieltjes-Integrale mit geeigneten Integrations-Mafsen. Wir werden
diesen Zugang in Kapitel kurz kennenlernen.

In der Praxis viel bequemer und deswegen sehr gebréduchlich ist es, Dirac
folgend den bisherigen Formalismus beizubehalten und Distributionen zu be-
nutzen, insbesondere die Diracsche Delta-Distribution. Wir werden diesen
Zugang benutzen.

Das Erscheinen der Deltafunktion sieht man z.B. am Spezialfall |¢) = |y).
Aus Gl. (A.84) wird

oo

= [ dole) Gl

—0o0

Dies kann nur gelten, wenn die Orthonormalitdtsrelation zwischen den
Basisvektoren |z) und |y) jetzt nicht mehr (Z;|Z;) = J;; lautet, sondern

(z]y) = d(@—y) | (A.85)

Dann ist tatsdchlich [ dz |z) (zly) = [ dz|z) é(z —y) = |y).

(z|y) = 0(x—y) istauch die Darste_llung des Vektors |y) im Ortsraum.
Die Vollstandigkeitsrelation wird jetzt zu

oo

i / dz [2)(z] | | (A.86)

—00
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o0 o0

denn |y) ~ / dz |z){z] Jy) = / dz |2y 5z —y) = ly).
—00 ~ —00

Das Auftreten des Integrals statt der Summe, sowie der Delta-Funktion
statt des Kronecker-Deltas, sind in diesen Beziehungen die einzigen An-
derungen gegentiber den diskreten Vektorrdumen.

Verallgemeinerung auf drei raiumliche Dimensionen.

Diese Verallgemeinerung erhilt man einfach {iber den Produktraum. Die
Basisvektoren sind dann |zy, g, x3) = |71) ® |22) ® |z3) , was man auch
als |7) schreibt. Aus dem Integral [dz wird [dZ = [dx; dzydz; und
die Orthonormalitédtsrelation lautet nun

(Zlg) = E-9) = 6&F-79 (A.87)
= 01 —y1) O(r2 —ya) O(w3 —y3) -

Im Folgenden beschreiben wir der Einfachheit halber wieder den eindi-
mensionalen Fall [ dz.

A.6.3 Zur Spektraldarstellung

Eigenwerte \ und Eigenvektoren |a,) eines Operators A sind weiterhin
tiber die Gleichung

Ala) = Aay)
definiert. Ein hermitescher Operator kann dabei im allgemeinen sowohl
kontinuierliche als auch diskrete Eigenwerte \ besitzen !
Beispiel: Die Eigenwerte des Hamiltonoperators H eines Systems sind die
moglichen Werte der Energie dieses Systems. Bei einem Wassserstoffatom
zum Beispiel gibt es sowohl diskrete Werte der Energie, fiir die gebun-
denen Zustinde des Elektrons, als auch die kontinuierlichen Werte der
Energie jenseits der Ionisationsschwelle.

Auch mit kontinuierlichen Eigenwerten kann man eine Spektraldarstel-
lung schreiben. Sie hat im Diracschen Formalismus oft die einfache Form

A = /d)\)\]aAMaA\ + >N ai)(a] (A.88)
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mit kontinuierlichen Eigenwerten A und diskreten Eigenwerten \;. Mehr
zur Spektraldarstellung folgt im Zusammenhang mit dem von Neumann-
schen Formalismus in Kap.

A.6.4 Der Ortsoperator

Der Ortsoperator @ = X ist in der Quantenmechanik besonders wichtig.
Wir betrachten der Einfachheit halber zunédchst nur einen 1-dim. Ortsraum
mit Koordinate x. Der Operator () ist iiber die Eigenwertgleichung

Qf(x) = zf(x) (A.89)

definiert. Diese Gleichung ist etwas missverstandlich. Es ist nicht gemeint,
den Operator () auf die Zahl f(x) anzuwenden, was keinen Sinn machen
wiirde. Stattdessen ist Gl. (A.89) zu lesen als

(Qf) () = zf(z) . (A.90)

Somit wird der Operator Q auf die Funktion f angewandt. Das Ergebnis
ist wieder eine Funktion. An der Stelle = soll die neue Funktion den Zah-
lenwert = f(x) haben. In Bra- und Ket-Schreibweise wird daraus

(@lQlf) = z(zlf) = (alz|f) - (A.91)

Hier ist x eine Zahl (raumliche Koordinate), die in das Matrixelement hin-
eingezogen werden konnte. Dagegen ist das x in (x| ein Name, der geeig-
net gewahlt wurde, so dass er gleich die Koordinate spezifiziert. Die Glei-

chung GI. (A.91) soll fiir jedes f gelten. Sie gilt daher auch als Operator-
Gleichung

(@|Q = (a]= (A.92)

und beschreibt die Wirkung von @ bei Anwendung nach links.

Das Matrixelement von @ zwischen zwei beliebigen Basisvektoren |) und
ly) ist dann

(z|Qly) = z(zly) = zdz—y) = ydlz—y) = yl(zly). (A93)

Daraus kénnen wir die Wirkung von @ nach rechts ablesen:

Qly) = yly) |- (A.94)
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Der Ortsoperator ist hermitesch:

Q=0 . (A.95)

Wir zeigen dies durch Berechnen der Matrixelemente zwischen beliebigen
Basisvektoren:

(@lQly) = WIQlw)" = zd(x—y) = (Qly) -
Der Ortsoperator ist auch selbstadjungiert.

Aus Gl. (A.94) sehen wir, dass der Ortsoperator () die Eigenvektoren |z)
mit zugehorigen Eigenwerten x besitzt. Die Eigenfunktionen des Ortsope-
rators im Ortsraum bekommt man durch die Darstellung dieser Eigenvek-
toren im Ortsraum:

(ylz) = d(xz—y).
Dies sind also keine normalen Funktionen, sondern Distributionen.

Die Spektraldarstellung des Ortsoperators lautet

[e.o]

Q = /dx x |z)(z| | . (A.96)

—00

In dieser Operator-Form kann man den Ortsoperator immer verwenden,
auch wenn er in einem Ausdruck auftritt, in dem |z) ansonsten nicht ex-
plizit vorkommt, weil eine andere Basis als die Ortsraumbasis verwendet
wird.

Beispiel: Wir wenden wir die Spektraldarstellung auf einen Vektor |f) an
und berechnen das Ergebnis an der Stelle x:

@Ol = / dyy )l If) = / dyyda—y) fly) = = f(x)
f(y)

Wir finden wieder die definierende Gleichung Q f(z) = z f(z).

Mit Hilfe der Spektraldarstellung kann man den Erwartungswert des Orts-
operators in einem Zustand |¢) umformen:

WOW = Wl / dr 2l (o] |4) = / dr z (y||z) (x| |)
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und mit (¢]) = v*(2) und (a]) = ¥(x):

o0

Wl QW) = / dr = (o) (A97)

—0o0

Dies ist die Darstellung des Erwartungswertes des Ortsoperators im Orts-
raum, d.h. tiber die Wellenfunktion ¢(x) = (x[¢). Sie enthdlt die soge-
nannte ”Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte” |i(x)|*.

Mehrere raumliche Richtungen

Die verschiedenen rdumlichen Richtungen bleiben vollig unabhéingig.
Zu jeder Richtung o = z, y, z gibt es einen Ortsoperator (),
der nur auf die Basisvektoren |z,) wirkt:

Qa |Ia> = Tq |Ia> . (A98)

Die Ortsoperatoren zu den verschiedenen Richtungen kann man zu einem

Vektor zusammenfassen, Q) = Cj = <Q$, Qy, Q Z), der im Produktraum
|¥) wirkt:

13 = 7|7 (A.99)

Ortsoperator im diskreten Raum

Im Falle von diskreten Orten x; definiert man den Ortsoperator vollig ana-

log zu Gl. (A.89):

Qf(x) = i flz), (A.100)
woraus wie zuvor
Q=0Q" . Qlv) = zle) . @lQ = (@le.  (A10D)
und die diskrete Spektraldarstellung
Q = > mi|a)(xil (A.102)

%

folgen.
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A.6.5 Spektralsatz, Erwartungswerte

Auch fiir kontinuierliche Eigenwerte gibt es einen Spektralsatz. Wenn ein
Operator A die Spektraldarstellung Gl. 1}

A = /d)\ A lax)ay] + Z i lai)(aq
hat, dann gilt fiir Funktionen dieses Operators

flA) = /d/\ FO Jaa)(aa] + Z FON) laid(as] . (A.103)

Insbesondere gilt fiir den Ortsoperator

[e.o]

Q) = / dr f(x) |2){z] . (A.104)

—0o0

Fiir den Erwartungswert des Ortsoperators in einem Zustand |v)

Mit Hilfe des Spektralsatzes konnen Erwartungswerte besonders leicht be-
rechnet werden, z.B. der Erwartungswert einer Funktion des Ortsopera-
tors () im reinen Zustand [¢):

W FO) [0) = () / d f(z)|z){z] 14

und daher, mit (¢|z) = ¢ * (z) und (z|¢)) = ¥ (z):

oo

Wl Q) 10) = / dr f(2) ()P (A.105)

— 00

Dies ist die Darstellung des Erwartungswertes einer Funktion des Orts-
operators tiber die Wellenfunktion ¢ ().
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A.7 Der Impulsraum

Der Ortsraum ist nicht die einzige Moglichkeit, Funktionen darzustellen.
Durch eine Basistransformation gelangt man vom Ortsraum zum Impuls-
raum. Im Impulsraum hat der zum physikalischen Impuls eines Teilchens
korrespondierende Impulsoperator eine besonders einfache Darstellung.

Die zugehorige Basistransformation ist die Fouriertransformation. Je nach
Art des Ortsraums (diskret/kontinuierlich, und begrenzt/unendlich) be-
notigt man unterschiedliche Varianten der Fouriertransformation. Wir be-
trachten der Einfachheit halber zundchst immer den eindimensionalen Fall
und transformieren zum “Wellenzahlraum”. Der Impulsraum ergibt sich
dann durch zusétzliche Faktoren £.

A.7.1 Diskrete Fouriertransformation (Fourierreihen)

Wir betrachten eine Funktion, die auf NV Punkten definiert ist
flzj), zj =a-j, j=0,...N—1.
Fiir die physikalische Anwendung haben wir hier einen Abstand a der

f(xj)

| | | |
0a la 2a (NlD)a

Abbildung A.6: Funktion mit endlich vielen Stiitzstellen.

Punkte eingefiihrt. Man kann sich die Funktion periodisch fortgesetzt den-
ken; dies ist aber nicht notig. Die Funktion ist durch N Werte bestimmt.
Die zugehorige Basis im schon bekannten diskreten Ortsraum ist die

Ortsraumbasis:  |z;) ,
wobei (z;| auf den Wert bei z; projiziert:
(@l f) = fla).
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Eine weitere Basis ist die

DISKRETE FOURIERBASIS

|kn), n=0,...,N—1 (orthonormal: (k,|kn) = 6nm ),

— L Lhn i =n—
(xjlkn) = \/Ne mit der Wellenzahl k, = n Na (A.106)

Die Basisvektoren |k,) sind hier durch ihre Koeffizienten (z;|k,) in der
Ortsraumbasis definiert.

Wir zeigen, dass diese Vektoren zueinander orthonormal sind, indem wir
1 =3, |z;){x;| einschieben :

N

-1 k—1

1 —ikpx; 1 €Z;
(knlkm) = (knlz) (25| km) N °© Fn 25 gihm 3
=0 j=0
k—1
1 .o
— ' N e laj % (n—m) _ 5nm
7=0
Zuletzt haben wir die Beziehung
[ Nl
.27 .
N "N =46,0 (0<n<N-1) (A.107)
7=0

benutzt, welche man beweist, indem man die linke Seite als geometrische
Reihe interpretiert. Die Vektoren |k,,) bilden somit eine orthonormale Ba-
sis. Sie enthédlt NV Elemente und ist deswegen vollstandig. Daher gilt auch
die Vollstandigkeitsrelation

> k) (k| = 1. (A.108)
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Diese Beziehungen reichen schon aus, um sowohl die Fouriertransforma-
tion einer Funktion f(z;) als auch die Riicktransformation in der Form
einer Basistransformation zwischen dem Ortsraum und dem Wellenzahl-
raum durchzufiihren (!), ndmlich jeweils durch Einschieben des Einheits-
operators:

DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

i
=2
L

~ 1 )
fky) = (kalf) = (knlz) (51 )= D> —= e % f(a)
7=0 f(zj) 3=0 \/N
N-1 N-1 1 . 3
f(zj) = (z|f) = (2;kn) (knl Y=Y —= ™% f(k,) (A.109)
=0 Fey " VN

Man verifiziert leicht, dass die Umkehrtransformation tatsdchlich zurtick-
fiihrt: dabei geht nur die Orthonormalitat der N Basisvektoren |k,,) ein.

Anmerkungen: Bei der Diracschen Notation (z;|f) und (k,|f) benétigt man
kein zusatzliches Symbol f mit einer Tilde, um die Funktionswerte einer
Fouriertransformierten von denen der urspriinglichen Funktion zu unter-
scheiden: es ist immer dieselbe Funktion |f), deren Koeffizienten in unter-
schiedlichen Basen angegeben werden !

Von der Darstellung eines Vektors im Wellenzahlraum spricht man bei Ver-
wendung der Basisvektoren |k,), d.h. der Darstellung mittels (k,|f).

Die Fourierkoeffizienten beschreiben auch ebene Wellen: Die Funktion | f) =
k) hat im Wellenzahlraum die Koeffizienten f(k,) = ,,,. Es tragt also
nur die Wellenzahl k£, (mit festem m) bei. Dann sind die Funktionswerte
im Ortsraum f(z;) = e'* % /\/N diejenigen einer ebenen Welle.

Die riicktransformierte Funktion f mit Werten f(x;) ist automatisch peri-
odisch mit Periode Na, enthilt aber aufSerhalb von j = 0,..., N — 1 keine
neue Information. Entsprechendes gilt fiir die Fouriertransformierte mit
Werten f(k,), wenn n auerhalb von n = 0,..., N — 1 liegt.
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Man kann die Wellenzahl k,, alternativ auch mit einem verschobenen Be-
reich gleicher Lange definieren, z.B. mit n = 1,..., N, oder auch n =
— &, ..., 4 — 1bei gerader Zahl N. (Die letzte Variante ist ungiinstig, weil
man zwischen geradem und ungeradem /N unterscheiden muss). Dadurch
wird im Endeffekt nur die Fouriertransformierte mit einem der Verschie-
bung entsprechenden Phasenfaktor multipliziert, ohne weitere Auswir-
kungen. Entsprechend kann man auch den Definitionsbereich im Orts-

raum anders benennen, z.B. mit j =1,..., N.

Impulsraum

Wir konnen tiber die Beziehung p = hk = h/\ die diskrete Fouriertransfor-
mation auch mit ,Impulsen” p,, = hk, schreiben. Der Name riihrt daher,
dass p (nicht nur bei Photonen) direkt mit dem mechanischen Impuls von
quantenmechanischen Teilchen zusammenhéangt. Im diskreten Wellenzahl-
raum definiert man tiblicherweise, dass die Vektoren mit Namen |p,,) und
|k,,) dasselbe sein sollen:
= |k =k, = oo, n= N—1. (A110

lpn) = |kn), Pu=hk, = n~o n=0....N-1 (A110)
Die Orthonormalitdtsbeziehung und die Vollstandigkeitsrelation haben da-
her bei diskreten Impulsen dieselbe Form wie mit Wellenzahlen:

Die Fouriertransformationen Gl. (A.109) schreibt man dann mit p—g statt k,,.

Drei Dimensionen

In drei Dimensionen transformiert man jede der drei kartesischen Rich-
tungen unabhéngig. Die rdumlichen Koordinaten werdenzu ¥ = (z,y, z) =
(i-a, j-a, I-a) und die Wellenzahlen zu k = (k, ky, k.) = (ny 2, Ny 25 N, 25
mit drei unabhingigen Komponenten. Aus der Summe 3" ! iiber alle
Punkte des Ortsraums wird eine Dreifachsumme vag_lio Entsprechend
auch im Wellenzahlraum. Die Fouriertransformation erfolgt unabhéangig
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in jeder der drei Richtungen, kompakt geschrieben also mit dem Fourier-
faktor

A.7.2 Kontinuierliche Fouriertransformation

Wir betrachten Funktionen des kontinuierlichen Ortsraumes x € (—o0, )
mit Basisvektoren |z). Das Integral [*° | f(x)|* dz soll existieren. Deswe-
gen muss f(£oo) = 0 gelten.

Der Wellenzahlraum ist dann ebenfalls kontinuierlich. Seine Basisvekto-
ren sind wieder iiber die Koeffizienten in der Ortsraumbasis definiert:

KONTINUIERLICHE FOURIERBASIS

k), k€ (—o00,00), (z|k) = \/%_Weikx

Wenn man den Ort als Vielfaches einer physikalischen Langeneinheit aus-
driickt, dann muss man die Wellenzahl mit dem Inversen dieser Einheit
schreiben. In den Produkten kz fillt die Einheit heraus.

Wir zeigen wieder, dass diese Basisvektoren orthonormal sind, durch Ein-
schieben des Einheitsoperators 1 = [ da )z -

oK) = /_OO dz (Kla) (k) — /OO do 2iei<’</'f>x _ (k- k)

[e.9] —00 ™

Zuletzt haben wir die Darstellung Gl. (A.78) der Delta-Distribution be-
nutzt. Die Basisvektoren im Wellenzahlraum sind vollstdndig, daher kann
man den Einheitsoperator darstellen:

/OO dk |k)(k] = 1. (A.112)

[e.o]

Die kontinuierliche Fouriertransform und ihre Umkehrung sind dann Ba-
sistransformationen:
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KONTINUIERLICHE FOURIERTRANSFORMATION

Fk) = (&|f) :/_ dx(k\x)(x\f:/_ dxm
1

Anmerkungen: Im Diracschen Formalismus sind die Fourierkoeffizienten
fiir die Transformation und ihre Umkehrung, (k|z) und (z|k), zueinander
komplex konjugiert. Die Gesamtnormierung von 5- muss daher auf gleiche
Faktoren \/;27 aufgeteilt werden.

Bei zundchst nicht-konvergenten Integralen kann man die Fouriertrans-
formation, analog zur Definition der Delta-Distribution, {iber den Limes
eines sogenannten Konvergenz erzeugenden Faktors definieren :

f(k) = lim — dz e '** f(x) e " (A.114)

Analog fiir die Riicktransformation.

Norm-Erhaltung

Weil die Fouriertransformation eine Basistransformation ist, bleibt die Norm
einer Funktion erhalten:

1f) = /m o (fla) Gal) ~ | " e |f (@) (A115)
= [ acumwn = [ aliwe. (A116)
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Transformation einer Konstanten: Dirac-Distribution

Wir kénnen die Delta-Distribution iiber ein Fourier-Integral darstellen:

S —y) = () = [ " dk k)Rl = o / T kb

o0 —00

Daraus folgt sofort:

1 > .
— dk e 1 = V2r§(z). A117

=/ Var o(z) (A117)
(sowie die analoge Beziehung mit vertauschten Rollen von z und k). Al-
so: die Fouriertransformierte der Eins ist /2 § !

Drei Dimensionen
In drei Dimensionen transformiert man wieder jede Richtung getrennt,

also » ) - - - .
f(k) = N /oo dx /Oo dy /Oo dz e K7 £(2)

und entsprechend fiir die Umkehrtransformation.

A.7.3 Faltungssatz und Ableitungen

In der Praxis tritt oft das sogenannte Faltungsprodukt zweier Funktionen f
und g auf:

[e.e]

hiz) = (fx*xg)(x) = /dx' flz =21 g(a') . (A.118)

—00

Dieses Integral kann man mit Hilfe der Fouriertransformation ausrechnen:

FALTUNGSSATZ

h(k) = Vor f(k) g(k) (A.119)
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In Worten: Die Fouriertransformierte der Faltung ist das Produkt der Fourier-
transformierten. (Beweis in den Ubungen).

Der Satz gilt genauso mit vertauschten Rollen von k£ und z !:

(k) := (f*g)(k) = h(z) =V2nf(x)g(z).

Die Ableitung einer Funktion korrespondiert im Fourier-transformierten
Raum mit einem einfachen Produkt von Funktion und Argument !:

ABLEITUNG UND FOURIERTRANSFORMATION

i f(h) = @h)(k) (A.120)

i % fla) = (k: f) () (A.121)

(Beweis in den Ubungen). Die Tilde steht hier fiir die Fouriertransfor-
mation bzw. die Umkehrtransformation. Man kann daher eine Ableitung
durch Transformation, Multiplikation mit k, und Riicktransformation be-
rechnen !

A.74 Der Impulsraum

Statt der Wellenzahl £ kann man den Impuls p = hk benutzen. Der Impuls-
raum wird von den Basiszustinden |p) aufgespannt. Im kontinuierlichen
Raum muss man dabei eine Wahl fiir die Normierung treffen. Es ist {iblich,
die Impulsraumzustdnde |p) analog zu (k|k') = d(k — k') zu normieren:

(plp) = op—1). (A.122)

Es gilt aber andererseits 6(p — p') = 6(hk — hk') = $6(k — k') = 3 (k|K'). Aus
Gl. (A.122) folgt daher die Normierung
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1
o= Ik (A.123)

Mit dieser Normierung, die sich vom diskreten Fall Gl. (A.7.1) unterschei-
det, hat die Vollstandigkeitsrelation ihre {ibliche Form:

[avowl = [awh) gime = [arim = 1. a2

Anmerkung: Man muss bei der Notation von Fouriertransformierten acht-
geben, wenn man f(p) und f(k) schreibt, statt die Bra- und Ket-Notation
zu benutzen: Diese beiden Ausdriicke unterscheiden sich um den Faktor

V.

1 1

flp) = (lf) = \/ﬁ</€!f> = —=f(k). (A.125)

In drei Dimensionen wird die Beziehung zwischen [p) und |k) zu

P = %\E»

Auch die iibliche Notation mit Bra und Ket ladt zu Missverstandnissen
ein, weil nur noch der Name |k) oder |p) impliziert, welche Normierung
gemeint ist. Im Zweifelsfall sind Kommentare notig !

Die Darstellung einer Funktion im Impulsraum lautet

f) = / dp |p) {plf) - (A.126)
~—~ —~—
Vektor f(p)
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A.7.5 Der Impulsoperator

Der Impulsoperator ist im Impulsraum vollig analog definiert wie der
Ortsoperator im Ortsraum. Wir betrachten zundchst wieder der Einfach-
heit halber nur 1 Dimension. Der Impulsoperator hat bei einem kontinu-
ierlichen Impulsraum die Spektraldarstellung

IMPULSOPERATOR IN 1 DIMENSION

[e.9]

P - / b p )0l (A.127)

— 00

Erist im Impulsraum diagonal, mit den Eigenwerten p. Im diskreten Raum
wird das Integral durch die entsprechende Summe ersetzt. Wie wir noch
sehen werden, ist der Impulsoperator derjenige Operator, der der Mes-
sung des Impulses eines Teilchens entspricht.

Da die Eigenwerte reell sind, ist der Impulsoperator hermitesch: Pt = P,
und wegen tibereinstimmender Definitionsbereiche auch selbstadjungiert.

Die Eigenwertgleichung des Impulsoperators ist analog zu Q |z) = = |z):

Plp) =plp) &  Pfp) =pfp). (A.128)

[l
i)
)

Die zweite Beziehung folgt aus Pf(p) := (p|P|f) = p (p|f)
Insbesondere ist

(p)-

@|Plp) = p@p) = pip—p).

Die Eigenfunktionen |p) konnen wir auch im Ortsraum ausdriicken. Diese
Funktionen sind die Fourierkoeffizienten (ebenen Wellen):

1 i
zlp) = en TP A.129
Man beachte die Faktoren &. Bei kontinuierlichem Raum sind die Eigen-
funktionen allerdings nicht normierbar, da sie im Unendlichen nicht auf
Null abfallen. (Ebensowenig sind die Eigenfunktionen (y|z) = d(z — y)
des Ortsoperators normierbar.)
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Wirkung des Impulsoperators im Ortsraum

Wir betrachten nun die Darstellung eines Vektors |¢)) im Ortsraum, d.h.
eine Wellenfunktion ¢(xz). Wir lassen P auf den Vektor |¢) wirken und
driicken das Ergebnis wieder im Ortsraum aus: (z|P|¢)).

Analog zu (z|Q|f) = Q f(x) schreibt man das Ergebnis auch als P (z):

Pu(z) = (P¢) (@) = (&|PW). (A.130)

Wir berechnen also, ,wie der Impulsoperator auf ¢)(z) wirkt”. Das Ergeb-
nis erhalten wir mit Hilfe von GI. (A.121)), oder in der folgenden Rechnung

direkt durch Einfiigen des Einheitsoperators 1 = [ dp |p)(p| :

(x| D) = /lmcufgymw>: /dpp@@xmw
—00 plp) o

[e.e] e}

= [ (s o) o = [ (B o) i)

[ (hd hd [
= [ (3 ) ot = T [ an el o) -
b(x)
In der 2. Zeile haben wir pei?* = I 4 ¢iv* qusgenutzt.

WIRKUNG DES IMPULSOPERATORS IM ORTSRAUM IN 1 DIMENSION

Py(z) = T—miﬂ(f’?) (A.131)

Im Ortsraum bewirkt der Impulsoperator also eine Ableitung !
Diese Beziehung kann man benutzen, um den Impulsoperator formal auch
mit Ortsraumvektoren zu schreiben:
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A h d
P = /dx' |2") T3 ('] . (A.132)

Die Ableitung soll dabei nach rechts wirken. Beweis: Anwenden dieser
Gleichung auf einen Vektor |¢)) und Auswerten an der Stelle = ergibt wie-

der GI. (A.131)).

Im dreidimensionalen Orts- und Impulsraum gibt es die drei unabhéngi-
gen Ortsoperatoren Q,, (mit o = 1,2, 3 fiir die drei kartesischen Raumrich-
tungen), und entsprechend drei unabhidngige Impulsoperatoren F,. Als

Vektoren geschrieben: Q= (Qx, Qy, Q Z) und P = (px, Py, PZ>, mit

Qu ¥(¥) =  wa (@) oder Gu(#) = Fe(@). (Al33a)
- . h 0 . 5 ho
P, v(¥) = 7 5 Y(Z) oder Py(Z) = ZV@D(&:) (A.133b)

Spektralsatz, Erwartungswerte

Aus dem Spektralsatz Gl. (A.103)) folgt fiir den Impulsoperator

o

ﬂﬂzz/@ﬂmmw. (A.134)

—0o0

und die Berechnung von Erwartungswerten vereinfacht sich damit im Im-

pulsraum, analog zu Gl. (A.105) beim Ortsoperator

o0

wf@nwzz/@ﬂmwwﬁ. (A.135)

—0o0
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Im Ortsraum folgt mit derselben Herleitung wie bei GI. (A.131):

Prp(r) = (E%) b(z) | (A.136)

da’
lasst sich dann auch auf Funktionen f(P) erweitern, wenn diese Funktio-

nen in Potenzreihen entwickelbar sind

was man auch mit (7% i)n in Gl 1} schreiben kann. Diese Beziehung

f(P) = / da’ |2) f(?%) (2'] . (A.137)

Mit diesen Beziehungen kann man Erwartungswerte im Ortsraum berech-
nen, z.B.

<wﬁm::/m«mMﬂmw::E/mwmww>mw&
und
(W P |p) = / dr (Plz) (2] P |g) = —? / dr 4 () ¢(z) . (A139)

Den letzten Ausdruck kann man auch anders schreiben, iiber eine partielle
Integration (mit der Bedingung v)(+00) = 0), oder indem man p? = pp
nach links und nach rechts wirken lasst:

(W] P [y = / dr (|Plz) (2| Pl) = B2 / dr [/(2)P . (A140)
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Diskreter Impulsraum

Im Falle eines diskreten Impulsraums (diskreter Wellenzahlraum) defi-
niert man den Impulsoperator vollig analog zu Gl. (A.127):

P =" pulpn)(pal, (A.141)

woraus ebenfalls analog wie zuvor

p = PT7 p|pm> = Pm |pm>7 <pm|p = <pm|pma (A.142)

und

Pfpa) = Wl PIf) = pa f(pn) (A.143)
folgen.

Wenn der Ortsraum kontinuierlich ist (s. Kap. |A.7.6), dann bleibt auch
Gl. (A.131) giiltig, mit analoger Herleitung, d.h. der Impulsoperator wirkt
dann im Ortsraum weiterhin als Ableitungsoperator.

A.7.6 Gemischt diskret/kontinuierliche
Fouriertransformation

Die Fouriertransformation kann man auch fiir den Fall konstruieren, dass
der Ortsraum kontinuierlich, aber von endlicher Lange ist. Dann ist der
Impulsraum diskret und unendlich. Entsprechendes gilt fiir vertauschte
Rollen von Ort und Impuls. Beide Félle tauchen in der Festkorpertheorie
auf. Es ergeben sich die Fourierreihen. Man kann sie, statt mit Sinus und
Cosinus, kompakter mit komplexem Fourierkoeffizienten schreiben, und
besonders einfach in der Diracschen Notation.

Kontinuierlicher Ortsraum endlicher Lange

Die Funktion f mit Werten f(z) sei auf dem kontinuierlichen Intervall
[0, L) definiert. Das Integral fOL |f(z)| dz soll existieren. Formal miissen
wir uns f(x) hier auf die ganze reelle Achse periodisch fortgesetzt den-
ken. Die Funktion f(z) darf nur eine endliche Anzahl von Extrema und
Sprungstellen haben (Dirichlet-Kriterium).
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In diesem Fall ist der Wellenzahlraum diskret, hat aber unendlich viele Elemen-
te. Die Fourierbasis besteht aus den Vektoren |k,,), n € Z und

1 . 2w
zlk,) = —=e'** mit der Wellenzahl k, = n — A.144a
(alk) = 7 (A.144a)
=" |kn)(knl (A.144b)
L
~ [ Inlay (A.1440
0

Die Fouriertransformation und ihre Umkehrung erhilt man dann als

fh) = (kalf) = / (aly) (w1 dy

L
_ /0 %e—ikny Fly)dy , (A.145a)
fl@) = (alf) = D (@lkn)(knlf)
- i LLeikmrf(km). (A.145Db)

Wir verifizieren, dass diese Gleichungen tatsdchlich Umkehrungen voneinander
sind. Einsetzen der zweiten Transformation in die erste ergibt ein sofort l16sbares
Integral tiber y, bei dem man die Félle n = m und n # m unterscheiden muss:

~ L .o ~
fky) = /0 dy % Z et E (mm)y F(g
1

il

> (Onm - L+ pgm - 0) flkm)
kn)

=

(

Waihlt man speziell einen Basisvektor |f) = |k;), so folgt mit der gleichen Rech-
nung, dass wie gewohnt gilt

(knlki) = Oni - (A.146)
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Der umgekehrte Fall ist komplizierter. Wir setzen Gl. (A.145a)) in Gl. (A.145b) ein

und benotigen dann die Poissonsche Summenformel fiir eine Funktion g(7) :

[e.e]

Z g(2mm) = % Z /g(T)e_imT dr, (A.147)

m=—00 —00 o

. ) . ey
und zwar hier mit (27 m) = €' 2mm =2,

Wegen des Integrationsbereichs (0, L) ist dies die periodische Fortsetzung der
Funktion f(x) aus dem Intervall (0, L) auf die ganze reelle Achse. Wenn man nur
x € [0, L) betrachtet, erhilt man tatsdchlich wieder f(z).

Aus der Poissonformel folgt genauso, dass

(xly) =Y d(y— (z+mL)) . (A.148)

Im Intervall z,y € [0, L) wird dies zur vertrauten Beziehung
(zly) = o(z —y).
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Diskreter Ortsraum unendlicher Linge

Dieser Fall ist analog zum vorherigen, mit vertauschten Rollen von z und
k. Die Funktion f sei jetzt auf diskreten Stiitzpunkten z; = ja definiert,
mit j € Z, dem Gitterabstand a, und Ortsraum-Basisvektoren |z;). Dann
ist der Wellenzahlraum kontinuierlich, aber periodisch, mit Periode 27 /a.

k), kel0.=) (A.149a)
) _ 1 eika:j
(z5]k) = Neor (A.149D)
R 2m/a
= k) (k| dk A.149
i W (A1490)
i = .Z |2;) (5] (A.149d)

Die Fouriertransformation und ihre Umkehrung lauten jetzt

flk)y = (kIf) = > (Kl (zlf)
=Y R () (A.150a)

= \/27m/a

27 /a
) = (wlf) = / (i ) (k1 )

2m/a 1 ) 5
_ e~k F(k)dk . (A.150b)

0 \/27T/CL

Beweis wie zuvor. Jetzt gilt (z;|z;) = d;; und (k|K') = >_; §(K" — (k + %),
bzw. (k|k') = §(k" — k) im Definitionsbereich von k und &'
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A.8 Kommutatoren

A.8.1 Kommutatoren der Orts- und Impulsoperatoren

Der Orts- und der Impulsoperator beziiglich derselben kartesischen Rich-
tung vertauschen nicht miteinander. Wir berechnen den Kommutator fiir
alle Richtungskombinationen, indem wir ihn auf eine beliebige Funktion
¢ () anwenden und die Produktregel der Ableitung benutzen:

P Qs 0(@) = (PaQs — QsPa) 4(3)
h 0 h 0O
= T V@) — g (@
= % b 0l

1

Da dies fiir jede Funktion ¢(z) gilt, folgt die Operatorbeziehung

Die Ortsoperatoren Qa und Q 3 vertauschen miteinander, weil man z, und
x5 vertauschen kann. Die Impulsoperatoren P, und P; vertauschen mit-
einander, weil man die Ableitungen nach z, und zs3 vertauschen kann.
Insgesamt erhalten wir die

VERTAUSCHUNGSRELATIONEN VON ORTS- UND
IMPULSOPERATOREN

_Qa,zﬁﬁ} = ih G 1
:Qa,Q}a} =0 (A.151)
ﬁa,ﬁﬁ] = 0
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Man kann zeigen, dass fiir analytische Funktionen f und g dieser Opera-
toren gilt (s. Ubungen)

N ] 0 z 2
[f(Q,P), Py] = ih 50, (@, P) (A.152)
Qo (0, B)] = i a?sa 9(G. P) (A153)

Die Ableitung nach einem Operator ist definiert als

J ., = 0
A = (—F(7 A.154
aoaf(O) (aya (y)> . (A.154)
y—0
Beispiele:
72 ~ . 9 72 B . ~
[Q 7 Pa] = ih 36. = 2ihQ, (A.155)
CQQ » _ ; 0 C Aa — y CQa
@ P,] = zh% ‘o = jhce (A.156)

A.8.2 Gemeinsame Eigenvektoren kommutierender Ope-
ratoren

Wir behandeln nun allgemein das Eigenwertproblem fiir den Fall, dass
mehrere kommutierende Operatoren (wie z.B. Q1,Qs,Q3) vorliegen.

Wir betrachten zunichst zwei Operatoren A und B, deren Kommutator

verschwindet, [fl, B] = 0. Die Eigenwertgleichungen lauten
Ala) = ala) ; B|b) = bjb). (A.157)
Wir nutzen aus, dass die Operatoren vertauschen.

A (B\@) — ABla) = B@ —q (B|a>> (A.158)

ala)

Bla) ist also gleichzeitig Eigenvektor von A zum Eigenwert a. Wenn dieser
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Eigenwert nicht entartet ist, folgt Bla) ~ |a) und daraus, dass |a) gleich-
zeitig Bigenvektor von B ist

Bla) = |a) (A.159)

Komplizierter wird es, wenn der Eigenwert a entartet ist, wenn also meh-
rere linear unabhéngige Figenvektoren zum selben Eigenwert a vorliegen.
In diesem Fall spannen die zugehorigen Eigenvektoren von A einen Un-
terraum V@ auf.

Beweis:  Es ist zweckmafig, die entarteten Eigenvektoren mit einem zu-
sdtzlichen Index zu nummerieren: Ala;i) = ala;i), i=1,2,--- L.

1. Jede Linearkombination der Vektoren aus dem Unterraum V(@

!
Uy = ) cilasi)
i=1

ist Eigenvektor von A zum Eigenwert ¢ und somit Element von V(®):
! !
AW) = Zcﬁl\a;z’) = ZC¢G|CL;i> = a|V)
i=1 i=1
2. Zu jedem Vektor |¥) € V(@ existiert das Inverse in V@, |-¥) =
—|¥)
(I=9) +[¥)) = [0)
3. Das Nullelement von V liegt ebenfalls in V(@.
Al0) = 0]0) = al0)

Aus Gl. folgt, dass B|¥) ebenfalls Eigenvektor von A zum Eigen-
wert a ist. Demzufolge verlisst B nicht den Unterraum V(@: B|¥) € V(@
VY |¥) € V@, Wir konnen B daher im Unterraum V(® diagonalisieren, d.h.
es gibt eine Linearkombination |a,b) = 3\_ ¢; |a; ) mit der Eigenschaft
Ala,b) = ala,b)
Bla,by = bla,b)

Hieraus ergibt sich das
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Theorem A.8 (Kommutierende Operatoren). Wenn zwei selbstadjungierte
Operatoren A, B einen vollstindigen Satz von Eigenvektoren besitzen und mit-
einander kommutieren (AB = BA), dann existiert ein vollstandiger Satz

von gemeinsamen Eigenvektoren (Orthonormalbasis) mit den Eigenschaf-
ten

Ala,b) = ala, b)

Bla,b) = bla,b)

> i laiy bj)ai, by = 1 (Vollstindigkeit)

(@i, bjlair, bjr) = 016

Das Theorem lasst sich auch auf drei Operatoren ausdehnen.
Wenn [A, B} = [B’ , C‘] = [121, CA’} = 0, dann existiert ein gemeinsamer Satz

von Eigenvektoren |a, b, ¢) mit

Ala,b,¢) = ala, b, c)
Bla,b,c) = bla,b, c)
Cla,b,c) = cla, b, c)

Die Verallgemeinerung lasst sich fiir beliebig viele Operatoren fortsetzen,
allerdings gibt es eine Hochstzahl kommutierender Operatoren. Ist diese er-
reicht, so ist jede Entartung der Vektoren aufgehoben. und die Eigenwerte
a, b, c, .. charakterisieren eindeutig alle Eigenzustande |a, b, ¢, ..). Da die Ei-
genvektoren eine Basis des Vektorraums bilden, heift ein derartiger Satz
von Operatoren vollstindiger Satz kommutierender Operatoren. Alle wei-
teren kommutierenden Operatoren lassen sich dann durch die bereits ge-
fundenen Operatoren ausdriicken.

Theorem A.9. Jeder Operator, der mit allen Elementen eines vollstindigen Sat-
zes kommutierender Operatoren vertauscht, ist eine Funktion der Operatoren die-
ses Satzes.

Der Beweis erfolgt tiber das Spektraltheorem. Umgekehrt gilt:

Theorem A.10. Operatoren, die nicht vertauschen, haben keinen vollstindigen
Satz gemeinsamer Eigenvektoren!
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Beweis:
Wir fithren den Beweis indirekt. |a, b) sei ein gemeinsamer Satz von Eigen-
vektoren. Dann gilt aber

AB|a,b)

Abla,b) = bA|a,b) = bala, b)
= abla,b) = aB|a,b) = Bala,b) = BA|a,b)
ABla,b) — BAla,b) = 0

o = o

Wenn dies fiir alle |a, b) gelten wiirde, dann wére [fl, Bﬂ = 0, also ein Wi-
derspruch.

Es kann daher keinen vollstindigen Satz gemeinsamer Eigenvektoren ge-
ben. Allerdings ist ein Unterraum gemeinsamer Eigenvektoren moglich !

Anstatt zur Kennzeichnung von Eigenvektoren alle Eigenwerte eines voll-
standigen Satzes kommutierender Operatoren zu schreiben (|a, b, ¢, - - ))
verwendet man oft einen kollektiven Index (etwa |k)), insbesondere wenn
es sich um ,verwandte” Quantenzahlen handelt. Es gilt dann

> = ’a>bvcu"'>
> = 5k,k’ - 6a,a’6bb’6cc

o= ) [k)kl = Z|abc Va,b,c,- |

a,b,c,-

Zum Auffinden einer vollstindigen Basis geht man folgendermafien vor:
Nehmen wir an, der Operator A sei bereits diagonalisiert worden, d.h. das
Eigenwertproblem Ala) = ala) sei gelost. Allerdings sei mindestens ein Ei-
genwert a entartet. Die Eigenwerte werden mit einem zuséatzlichen Index
durchnumeriert Ala, i) = a |a, i). Wendet man nun einen mit A kommutie-
renden Operator B auf |a, i) an, so liefert dies zwar nicht unbedingt |a, 7)
zurick, aber es muss sich um einen Vektor in dem Unterraum handeln,
der von den entarteten |a, i) aufgespannt wird, d.h.

Bla,i) = ch|a,j>

J
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In diesem Unterraum diagonalisieren wir B und erhalten schlieflich

Bla,b) = bla,b)
Ala,b) = ala,b)

Wenn die Entartung nun vollstandig aufgehoben ist, hat man den vollstan-
digen Satz A, B gefunden. Andernfalls ldsst sich das Verfahren mit einem
weiteren mit A und B kommutierenden Operator fortsetzen.

Beispiele

1. Der Spin eines Spin-3 Teilchens ist vollstindig durch die Eigenwerte
von S, bestimmt, da gilt

2. Bezieht man noch den Ort eines freien Teilchens mit ein, so ist der
Zustand gekennzeichnet durch

|2, y,2,0) = |T,0) = [2) [y} [2) |o)

Wegen [QZ, Q]] = 0 ist der Zustand durch den Spin und durch al-

le kartesischen Koordinaten gemeinsam charakterisiert. Allerdings
konnen geméfd Theorem (A.10) nicht gleichzeitig Orts- und Impuls-

koordinaten zur selben Richtung vorkommen, da [Ql, 151] £ 0.

|7, o) bildet eine vollstandige Basis.
Ebenso bilden |p, o) oder z.B. |z, y, p., o) eine vollstindige Basis.
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A.8.3 Die Unbestimmtheitsrelation

Wir definieren zunichst

Def. A.28 (Varianz). Im Zustand, der durch den statistischen Operator p be-
schrieben wird, ist die Varianz (Dispersion, Unbestimmtheit) einer Observablen
A, der der hermitesche Operator A zugeordnet ist, definiert als

var(A) = ((AA)?*)

; i) A i) A2 A)2
Esgilt | <AA> ) = ((A—<A>) Vo= (A2) - (A
Theorem A.11 (Unbestimmtheitsrelation). Im dem Zustand, der durch den
statistischen Operator p beschrieben wird, erfiillen die Varianzen zweier Observa-

blen A und B, die durch die selbstadjungierten Operatoren A und B beschrieben
werden, die Ungleichung

(4. B)|

var(A) - var(B) > 1

(A.160)

Weitere Voraussetzung: Alle Zustande |p;) in p = >, Ai|p;) ;| miissen zu
den Defintionsbereichen von A, B, AtB, Bt A, At A und BB gehoren (s.u.).

Beweis:
Fiir einen Operator T gilt die Ungleichung

(017 =5 (pT17) 20

Diese Ungleichung ist sofort einsichtig, wenn wir fiir p die Spektraldar-
stellung verwenden

Sp(p Z>0 (il T T'pi) >
7 > >0

Die Eigenwerte des statistischen Operators liegen bekanntlich zwischen 0
und 1 und der Erwartungswert (p;|T" T"|¢;) kann als Normquadrat des
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Vektors T |¢;) aufgefasst werden. Wir wihlen speziell T = AA + iaAB,
wobei « eine beliebige reelle Zahl sein soll. Die Ungleichung liefert dann

~

(117 = 5 (p (AAP) —iasp (p [AA AB)) +0°Sp (5 (AB)?) 2 0
Der Kommutator kann umgeformt werden zu
[AA,AB] = [A, B] =:iC

Kommutatoren hermitescher Operatoren sind anti-hermitesch (GI. (A.42)).
C' ist deshalb hermitesch und besitzt nur reelle Eigenwerte. Aus der Un-
gleichung wird

~

(1 7%) = 5 (5 (AAP) + 0280 (5 (AB)?) +ap (5 C) = 0

Alle Terme in dieser Ungleichung sind reell und die ersten beiden sind
sogar positiv. Die linke Seite beschreibt eine nach oben getffnete Parabel
in a. Die Ungleichung muss fiir alle Werte von « erfiillt sein. Deshalb ist
es eine notwendige und hinreichende Bedingung, wenn die Ungleichung
am Minimum, also fir

a:—%Sp(ﬁé)/Sp(ﬁ@B)?) ,

erfiillt ist. In diesem Fall liefert die Ungleichung nach Einsetzen und Mul-
tiplizieren mit dem Nenner von « die gesuchte Unbestimmtheitsrelation

(36<))

s (b (A4)?) S (b (AB)?) =

Die physikalischen Konsequenzen der Unbestimmtheitsrelation sind sehr
weitreichend. Man beachte: Die Unbestimmtheitsrelation macht Aussa-
gen liber unabhingige Messungen an gleich priparierten Teilchen; nicht aber
tiber aufeinanderfolgende Messungen an demselben Teilchen !
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Beispiel: Der Erwartungswert des Kommutators von Orts- und Impuls-
= h.

operator in einer Raumrichtung ist gemdfs Gl. (A.151 ‘([Qa, P.))

Daraus folgt die Unschérferelation

var(Qg) - var(P,) > hZZ :

Das Gleichheitszeichen wird nur fiir Gaufische Funktionen exp(—ax? — bx)
erreicht.

Gegenbeispiel: Wir betrachten eine Variable mit dem endlichen Definiti-
onsbereich 0 < § < 27 und den dazu “konjugierten Impuls” py = —id/d6.
Mit dem Skalarprodukt (u,v) := 027r u*(0)v(0)do sind dies beides selbst-
adjungierte Operatoren, wenn man sich auf differenzierbare periodische
Funktionen mit u(0) = u(27) beschrankt. Es gilt aber

h

nicht Af0Apy, > 3

Diese Beziehung wird z.B. von allen Eigenfunktionen von py, namlich u,,(6) =
ei™ /21 verletzt, weil fiir diese Apy = 0 gilt. Der Grund, warum der Beweis
der Unbestimmtheitsrelation hier nicht gilt, ist, dass die Eigenfunktionen
U, (0) nicht zum Definitionsbereich von pg 0 gehoren, weil fu,, (0) nicht pe-
riodisch ist.

Generell muss man beim Definitionsbereich unbeschrankter Operatoren
wie P Vorsicht walten lassen (s.a. Kap. .
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A.9 Gaufssche Integrale

Gaufische Integrale werden vielfach benotigt, zum Beispiel zur Beschrei-
bung von Wellenpaketen. Das einfachste Gaufische Integral

kann man leicht durch Ubergang auf ein zweidimensionales Integral be-
rechnen:

I? = /e_””2 dx /e_y2 dy | = // o (@*+y?) dz dy

00 2w
= / / re” dpdr mit r? =2?+9¢% dedy=rdrde
o Jo

= 27T/ e ¢ da mit a=7r> = da=2rdr
0

—a |0

= —T € - ™

0
=J]=r.

Daraus folgt das allgemeinere Integral

/ e dy = \/g (A.161)

mittels der Substitution y = /Jax = dy = adx.
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Durch quadratisches Ergdnzen erhdlt man dann leicht allgemein:

(GAUSSSCHES INTEGRAL

o0

b2
—ar® — bx)dr = Z -
/ exp(—ax z) dzx \/; exp(4a)

—0o0

a,b komplex, Rea > 0. (A.162)

Diese Beziehung gilt auch bei komplexen a, b.

Gaufsche Integrale wie [ 2" ¢%" dz iiber Potenzen 2" kann man sich
nun sehr einfach verschaffen:
1. Wenn n gerade ist, kann man das Gaufische Integral durch eine oft

niitzliche Strategie, ndmlich durch sukzessives Ableiten nach dem Parameter a
erhalten ! Der erste Schritt lautet (der Einfachheit halber bei b = 0):

d d T 1 T
2 _—ax? —ax?

d d _ — .
/ e . da / ¢ o da \/; 2a \/;

(A.163)

Die nichste Ableitung nach a ergibt [ z* e~ dz, etc.

2. Wenn n ungerade ist, und b = 0, dann verschwindet das Integral, weil
der Integrand dann in z ungerade ist, und die Integrationsgrenzen in
x symmetrisch, d.h. die Integranden zu = und —x heben sich gerade
auf:

/ 22 e dp = (. (A.164)

—00

Solche Symmetrie-Uberlegungen fiihren hiufig zu starken Vereinfa-
chungen.
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A.10 Der Hilbertraum

Wir haben einen linearen Vektorraum als eine Menge von Elementen de-
finiert, die unter Addition und Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen
ist. Bemerkenswerterweise sind alle endlich-dimensionalen Vektorrdume
gleicher Dimension isomorph. Bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen
muss man jedoch Unterscheidungen machen.

Wir beginnen mit einem endlich- oder unendlich-dimensionalen Satz von
Basisvektoren |e,,) mitn € N. Hieraus konstruieren wir Vektoren

1) =D filed. (A.165)

Wir betrachten einen Vektorraum V/, der aus allen Vektoren dieser Form
aufgebaut ist, bei denen nur endlich viele Koeffizienten ungleich Null sind.
Die Grenzelemente von Cauchy-Folgen in diesem Vektorraum V' liegen
dann nicht unbedingt in V. Wenn wir diese Grenzelemente zu V' hinzu-
nehmen erhalten wir einen grofleren Vektorraum:

Def. A.29 (Hilbertraum). Ein linearer Vektorraum heifSt Hilbertraum H, wenn
in ithm ein Skalarprodukt definiert ist und jede Cauchy-Folge in ihm ein Grenz-
element besitzt (Vollstindigkeit).

Die Vektoren eines Hilbertraums haben endliche Norm: 3, |¢;|?
Beim kontinuierlichen Ortsraum wird hieraus [ |¢(z)|* dz < oo, d.h. die
Vektoren eines Hilbertraums sind quadratintegrabel. Alle physikalisch
realisierbaren Zustdnde gehoren zu einem Hilbertraum.

< oQ.

Quadratintegrable Raume sind separabel, d.h. alle VON sind abzidhlbar.

Im folgenden gehen wir genauer auf kontinuierliche Rdume ein. Dort tre-
ten Definitions- und Konvergenz-Probleme fiir unbeschrankte Operatoren
mit kontinuierlichen Spektren auf, wie z.B. den Orts- und den Impulsope-
rator. So sind z.B. die Eigenvektoren |y) des Ortsoperators () im kontinu-
ierlichen Ortsraum (z|y) = d(x — y). Sie sind nicht normierbar, d.h. kei-
ne Elemente des Hilbertraums. Sie bilden eine iiberabzdhlbare Basis eines
grofieren Raums. Die Figenfunktionen des Impulsoperators sind die Fou-
rierkoeffizienten. Bei einem unendlich grofien kontinuierlichen Ortsraum
sind sie ebenfalls nicht normierbar. Man beachte, dass die Eigenfunktio-
nen vom jeweiligen Definitionsbereich und von den Randbedingungen
abhiangen-
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Es gibt zwei verschiedene Zugéange zu Operatoren in kontinuierlichen Rau-
men. Der erste geht auf von Neumann zuriick.

A.10.1 Von Neumansche Projektionsoperatoren

Dieser in der mathematischen Literatur tibliche Zugang benutzt nur Vek-
toren aus Hilbertraumen, d.h. normierbare Vektoren, und verzichtet auf
die Verwendung von Distributionen. Die zugehorige Spektraltheorie ist
sehr komplex. Im folgenden sei nur die Grundidee skizziert, mit der man
die Spektraldarstellung von Operatoren in kontinuierlichen Réumen for-
mulieren kann. Eine strengere Behandlung findet man z.B. in A. Peres,
Quantum Theory (einfithrend) oder S. Groffmann, Funktionalanalysis.

Wir betrachten zunéchst einen abzédhlbaren Vektorraum und einen Opera-
tor A mit Eigenvektoren |a;) und Eigenwerten a;. Die Eigenwerte diirfen
entartet sein. Wir definieren einen Projektionsoperator, der in den Unter-
raum der entarteten Eigenzustande zum Eigenwert a, = a projiziert:

= > lai){ai| dua, (A.166)
=1

Mit diesem Projektionsoperator kann die Spektraldarstellung Gl. (A.57)
von A umgeschrieben werden:

A = Z a; |a;){a;| ZCLP , (A.167)

wobei die letzte Summe sich iiber alle unterschiedlichen Eigenwerte a er-
streckt. Wir bringen nun Gl. in eine Form, die auch auf kontinu-
ierliche Spektren anwendbar ist. Das kann man iiber das Stieltjes Integral
erreichen, das folgendermafien definiert ist:

b

/a g(z)do(z) = nlggoz g(x ;) — o(wi1)) (A.168)

mit z; — 2,1, — 0 V ¢ und einer nicht-fallenden Funktion o(x), aus
n—oo

der man das MaR do(z) erhalt. Wenn %22 existiert, dann gilt

b b
do(x
/g(:n)da(a:) = /9() d;)dx (A.169)
) Stiglzjes ’ Rie?nrann ’
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Fiir den speziellen Fall o (z) = wird Gl. (A.168) zum gewohnlichen Riemann-
Integral:

/abg(x) do(x) = /abg(x) di{(;) de = /abg(x) Z—idm = /ab g(z) dx

Das Stieltjes-Integral wird dann interessant, wenn o (z) Unstetigkeiten auf-
weist.

Beispiel: o(x) = h©(x — ¢), wobei © die Heavisidesche Stufenfunktion ist

(siche Abb. (A.7))
O(r —c) = {

Der einzige Term, der zur Summe in Gl. (A.168) beitrédgt, ist der mit x; > ¢ > z;_;.

x> c

r ==cC

O N= =

r<c

A

0 ¢ ]

Abbildung A.7: Stufenfunktion

In diesem Fall ist o(x;) — o(x;_1) = h und das Stieltjes-Integral liefert:

b b h <ec<b
/ g(z)do(z) = / g(z)d(h O(z —¢)) = { 9l0) a<e<b 170
a a 0 sonst
Anmerkung: Wenn man die Delta-Distribution dfif) = de(dz_c) = d(x — ¢)

zu Hilfe nimmt, kann man dieses Beispiel auch wieder als ein , Riemann-
Integral” formulieren.

Analog zur Heaviside-Funktion fithren wir jetzt eine Schar von Projekto-
ren F(\) auf den Unterraum der Eigenfunktionen mit Eigenwerten kleiner
oder gleich \ ein:

E(\) =Y P(X). (A.171)
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Damit kann man ein Stieltjes-Integral schreiben:

[ omaBn) = tm Y g (B0 - E0w) (a7

o0 i=1

Mit seiner Hilfe konnen wir das Spektraltheorem in allgemein giiltiger
Form angeben:

Theorem A.12 (Spektraltheorem). Zu jedem selbstadjungierten Operator A
Qibt es eine eindeutige Familie von Projektionsoperatoren E(X\) (A € R) (,,Spek-
tralschar”) mit folgenden Eigenschaften:

1. EQ)EN) = EQ)E(A) = E(min(Ag, Ay))

2. Fiir e > 0 gilt: liI%E(A+e)|Qf> = E(\)|D)
€—

3. lim E\)|¥) = 0

A——00

4. lim EQX[T) = |¥),

SPEKTRALTHEOREM
+oo
A = / A dE(N) (A.173)
fA) = [ ) dEW) (A174)

Diese Gleichungen gelten fiir beliebige selbstadjungierte Operatoren mit
diskretem und/oder kontinuierlichem Spektrum.

Beispiel: Ortsoperator

Fiir den Ortsoperator soll Qu(z) = zi(x) gelten. Das Spektraltheorem
ist erfiillt, wenn man dem Ortsoperator Projektionsoperatoren mit der fol-
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genden Eigenschaft zuordnet:

~ {\I/(x) r <A
0 z>A

(Dies korrespondiert dazu, dass die Ableitung der ©-Funktion die Eigen-
funktionen §(x — x,) des Ortsoperators ergibt. Im von Neumannschen For-
malismus bendtigen wir diese -Distributionen aber nicht; wir verlassen
nie den Hilbertraum.)

Wir verifizieren, dass das Spektraltheorem erfiillt ist:

Q\p(@:/mmﬁj(x) U(r) = /OO)\ d(E’(A)\I/(x))

d wirkt nur auf \

- /oo A (O(\ — 2)T(2))

—00

= /oo M (O —2)) ¥(z) = 2¥(x)

—00

M
Im letzten Schritt wurde das Ergebnis aus Gl. (A.170) tibernommen.

Die eben durchgefiihrte Rechnung kann anschaulich interpretiert werden,
denn der Projektionsoperator E(xl) — E(xi_l), der beim Ortsoperator in
das Stieltjes-Integral Gl. eingeht, hat eine einfache Bedeutung. Wenn
man ihn auf eine beliebige Funktion f(z) anwendet, liefert er eine neue
Funktion f(z),

Y

e {f(x) wenn ¢ € (z;_1, ;)

0 sonst

die im Intervall (z;_1, ;) mit f(x) tibereinstimmt und ansonsten Null ist.
Der Projektionsoperator schneidet sozusagen ein Intervall aus der Funk-
tion heraus. Wenn man diese Funktionsstticke aller Intervalle wieder zu-
sammensetzt, erhdlt man natiirlich wieder die urspriingliche Funktion. So
erhélt man auch den Einheitsoperators 1 = Zi(E(xi) — E(z;_1)). Ebenso
sieht man leicht ein, dass mit abnehmenden Intervallbreiten das Spektral-
theorem gilt

n—oo

in(E’(xi) — B(x;21)) U(z) — z U().
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A.10.2 Erweiterter Hilbertraum

Die Diracsche Bra- und Ket-Formulierung benétigt im Unterschied zur
von Neumannschen Formulierung eine Erweiterung des Hilbertraumes,
so dass auch Vektoren unendlicher Norm konsistent behandelt werden
konnen. Sie hat den Vorteil, dass sie einfacher zu handhaben ist und man
sich in vielen praktischen Rechnungen weniger mit mathematischen Sub-
tilitdten herumschlagen muss.

Wir benétigen die folgende Definitionen, die der Einfachheit halber mit
diskreten Indizes geschrieben sind:

Def. A.30 (Konjugierter Raum). Der zu einem Vektorraum V konjugierte
Raum V* ist die Menge aller Vektoren |g) = > gy, |en), deren Skalarprodukt mit

Vektoren aus V endlich ist:
(flg) < oo fiiralle |f) €V
(d.h.:>, frg, <o0), undfiirdie (f| ein stetiges Funktional auf V* ist.
Es gilt
H =H", (A.175)
d.h. ein Hilbertraum # ist zu sich selbst konjugiert.

Wir definieren nun den Raum W aller Vektoren der Form |w) = > w,|e,)

n
als einen Unterraum von H, in dem die Koeffizienten extrem schnell kon-
vergieren:

Z|wn\2nm<oo vV m e N,
n

Der dazu konjugierte Raum W* enthélt nach Def. alle Vektoren, deren Ska-
larprodukt mit Vektoren aus W endlich ist, also Vektoren |[v) = 3" v, |e,)

mit
(w|v) :Zw;;yn < oo Viwew

Offensichtlich ist WW* wesentlich grofier als VW, denn es sind auch Vektoren
enthalten, deren Entwicklungskoeffizienten so schnell wie eine beliebige
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Potenz von n fiir n — oo ansteigen. WW* heifst erweiterter Hilbertraum
(rigged Hilbert space), und es gilt

WCH=H CcW"

Im kontinuierlichen Ortsraum ist der Raum W durch die Funktionen V¥ (x)
gegeben, die

/|\I/ (I+|z))"dr < o0 Ym=0,1,2,--- (A.176)

erftillen. Der Raum W* besteht aus den Funktionen x(x) , fiir die gilt

[ wtor st

Dieser Raum W* enthilt zusétzlich zu den quadratintegrablen Funktionen
auch solche, die nicht schneller als eine beliebige Potenz von x divergie-
ren.

Insbesondere enthilt er ¢’*, die Eigenfunktion des Operators —i-L,

sowie die J-Distribution, die Eigenfunktion des Ortsoperators Q.

< oo VV¥(z)eW. (A177)

Es kann gezeigt werde, dass fiir jeden selbstadjungierten Operator A in
H ein vollstandiger Satz von Eigenvektoren in W* existiert, und damit
eine vollstandige orthonormale Basis. Mit dieser Erweiterung des Hilbert-
raums kann der Bra-Ket-Formalismus auch in kontinuierlichen Rdumen
angewendet werden.

Die Spektraldastellung fiir den Ortsoperator hat dann die vertraute Form

Q= / x |z) (x| dx . (A.178)

Gleichung (A.178) korrespondiert direkt zum Spektraltheorem Gl. (A.173),
wenn man den Projektionsoperator |z) (x| auf die nicht-normierbaren Zu-

stande |z) zuldsst, denn aus L O(y —z) = 6(y — z) ergibt sich dE(x = |x)(z|.
Diese Ableitung und dieser Pro]ektlonsoperator sind nur mit Hllfe des er-
weiterten Hilbertraums moglich.
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A.11 Singularwertzerlegung

Die Singuldrwertzerlegung (Singular Value Decomposition, SVD) einer
Matrix ist ein sehr wichtiges Werkzeug der linearen Algebra, mit vielen
Anwendungen, neben der Quantenmechanik z.B. auch bei der Bildverar-
beitung, bei Optimierungen etc.

Die SVD dient unter anderem dazu, ,wichtige” Teile einer Matrix von
,unwichtigen” zu trennen. Sie ist mit der vetrauten Eigenwertzerlegung
verwandt (s.u.). Im allgemeinen ist die SVD aber eine andere Zerlegung.
Insbesondere ist sie fiir jede reelle oder komplexe Matrix moglich !

A11.1 Kompakte SVD

Jede reelle oder komplexe n x m Matrix M kann in der Form

M = UDV (A.179)

zerlegt werden, mit einer diagonalen Matrix D, die nur positive reelle Zahlen
(oder Null) enthilt, die sogenannten Singulirwerte von M. Die Matrix D
hat die Dimension N = min(n,m). Auflerdem gilt

Al
UU—1i, Viv=1i, D= Ar 0 , (A.180)

0
)\1Z}\Qz"‘2)\r>)\7-+1:"‘:)\]\7:0. (A181)

Die Zahl r von nicht-negativen Eintrdgen )\ heifst Rang der Matrix M.

e Fallm < n: M = |U D vt

e Fallm > n: M = |U D vt
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e Wenn MM reell ist, dann konnen U und V' auch reell gewéahlt werden.

e Wenn M reell und quadratisch ist, dann sind U and V' Drehungen
(Basistransformationen) und D skaliert die Richtungen.

e Diese Version der SVD, mit im allgemeinen nicht-quadratischen Ma-
trizen U und V7, heifit auch ,,thin SVD”.

e Die Singuldrwerte sind eindeutig.

e Die Matrizen U und VT sind aber nicht eindeutig: Bei einem nicht
entarteten Singuldrwert \; kann man die Matrix U von rechts mit
einer Einheitsmatrix multiplizieren, bei der die Komponente j durch
exp (ip;) ersetzt ist, und VT entsprechend von links mit exp (—iyp;),
ohne M zu dndern.

e Wenn zwei oder mehr Singuldrwerte gleich sind, ist analog die SVD
in dem entsprechenden Unterraum nicht eindeutig. Man kann in die-
sem Unterraum eine unitire Transformation 1 = X XT durchfiihren,
d.h. U dort von rechts mit X und V' von links mit X multiplizieren.

A.11.2 SVD als Summe von aufSeren Produkten

Die Singuldrwertzerlegung M = UDV kann dquivalent als

M = Z AU, (VT)kj = Z Ak ugk) vj(k). (A.182)
k k

geschrieben werden. Hier sind ugk) = U, und vi(k) =V, i=1,....m; k=
1,...,N = min(m,n) die Spaltenvektoren von U and V (nicht von V7).
Die Eigenschaft UTU = V1V = 1 impliziert, dass sie orthonormal sind. In
Vektorschreibweise lautet die SVD dann

My = Y A d® sy = 3" x( ) (A.183)
k

k

Dies ist eine Summe von jufleren Produkten der Vektoren @*) und 7%, ge-
wichtet mit \.
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Die Vektoren #*) und ¥ heilen links- und rechts-seitige Singuldrvekto-
ren von M. Die SVD zusammen mit V'V = 1 impliziert

M7 =\ a® und M a® =\, 7R

A11.3 Zusammenhang mit der Eigenwertzerlegung

e Eine Singuldrwertzerlegung existiert fiir jede Matrix, mit immer po-
sitiven Singuldrwerten. Dagegen gibt es eine Eigenwertzerlegung
nicht fiir jede Matrix, und Eigenwerte brauchen nicht reell oder po-
sitiv zu sein.

e Wenn M quadratisch ist und alle Eigenwerte > 0 sind, dann ist die
Eigenwertzerlegung M = UDU' dieselbe wie die SVD.

e Aus der SVD fiir eine beliebige Matrix M folgt die Eigenwertzerle-
gung fiir die hermiteschen Matrizen MM und M M':

A
MiM = (Uupv) Upvt = vDiUt UDVT =V Ay Vi
Analog

A
MM =UDpVi (UDVT) =UDVT VDUt = U Ay U,

Die diagonalisierten Formen von MM und M M enthalten somit die Qua-
drate der Singuldrwerte auf der Diagonalen.
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A.11.4 Darstellung der SVD mit unitiren Transformations-
matrizen

Wenn M nicht quadratisch ist, dann ist in der Zerlegung M = UDV' ent-
weder U or VT nicht quadratisch. Alternativ kann man die SVD mit uni-
tiren quadratischen Matrizen U und V' schreiben:

M = UDV' = UDV? (A.184)

Man kann diese Zerlegung als eine Basistransformation mit V' interpre-
tieren, gefolgt von einer Umwichtung der Richtungen mit D und einer
weiteren Basistransformation mit /. When M m x n dimensional ist, dann
ist U m x m, Distm x n,und V1ist n x n dimensional.

\74l
e Fallm <n: M = |U DI000 (Rest)

In diesem Fall gilt U = U. Die unteren Zeilen von V' enthalten wei-
tere Eigenvektoren, zusétzlich zu denen in V7. Sie tragen wegen der
Nullen in D nicht zu M bei. Da die Eigenvektoren in V' orthogonal
sind, ergibt die Anwendung von M auf diese neuen Eigenvektoren
Null, d.h. sie gehdren zum Kern (,,null space”) von M. Die Richtun-
gen jenseits des Rangs r der Matrix, mit verschwindenen Singulér-
werten )., = 0, gehoren ebenfalls zum Kern von M. Wenn man
die Wirkung von M im gesamten Vektorraum betrachtet, kann der
Unterraum des Kerns (null space) ignoriert werden (s.u.).

D
;
0 V

e Fall m > n: M = |U|(Rest)

Jetztist V =V.
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A.11.5 Pseudoinverse

Wir diskutieren zunédchst den Fall einer quadratischen Matrix M. Formal
ist die Inverse durch

-~ -1 -~ ~
M = (UDVT) — VD', (A.185)

gegeben, da U und V unitar sind. Die Matrix D kann aber Singularwerte
Ajsr = 0 enthalten. In diesen Richtungen j ergibt die Anwendung von M
Null, d.h. diese Richtungen des Vektorraums sind von M nicht betroffen,
und die Inverse D~! wiirde unendlich grole Werte enthalten.

Es ist viel besser, diesen Unterraum (Kern, null space) auch bei der Inversen
wegzulassen, d.h. dort D~' auf Null zu setzen statt auf unendlich. Die re-
sultierende Matrix nennt man die (Moore-Penrose) Pseudoinverse.

1
Aj = o aber 0~ 0. (A.186)
J

In der Praxis ist es wichtig, auch schon Singuldarwerte unterhalb einer ge-
wissen Schwelle (z.B. 107'%) auf Null abzubilden, um in der Pseudoinver-
sen nicht sehr grofle Eintrage an eigentlich unwichtigen Stellen zu erhal-
ten.

Bei Benutzung der Pseudoinversen wird aus M~ M die Matrix

MM =VD'UUDVT = =...=MM"?

(A.187)

in welcher nur die ersten » Komponenten (oder wegen der Schwelle noch
weniger) der Einheitsmatrix entsprechen, wahrend der Rest verschwindet.

Dieselben Uberlegungen kann man auch auf den Fall anwenden, dass M
nicht quadratisch ist, » > m oder m > n. Dannist M ~1M eine n x n Matrix,
und MM~ ist m x m dimensional. Sie sind beide von der Form eq.
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A.11.6 Anwendungen

Der numerische Aufwand zur Berechnung der SVD ist O(max(n,m)?),
dhnlich einer Matrixdiagonalisierung.

Viele Anwendungen der SVD verwenden die Zerlegung, um die Grofie
der Matrix M zu reduzieren (,truncation”), indem kleine Singuldrwerte
unterhalb einer gewdhlten Schwelle auf Null gesetzt werden. Dadurch er-
hélt man eine Niherung fiir M, die oft sehr gut ist, obwohl sie sehr viel
weniger Komponenten enthélt und daher mit sehr viel weniger Rechen-
aufwand und Speicherplatz weiterverarbeitet werden kann.

Zu den Beispielen gehoren die Bildverarbeitung, Signalverarbeitung, Op-
timierungen, die Quanteninformationstheorie, stark korrelierte Quanten-
systeme, und viele andere.
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A.12 Erginzungen

Dieser Abschnitt enthilt einige Beziehungen, die in den Ubungen gezeigt
worden sind, sowie eine zusammenfassende Darstellung der Behandlung
von reinen Zustinden mit mehreren Freiheitsgraden (s.a. Kap.[9.5).

A.12.1 Kommutatoren

Ergianzend zu Kap.

Die gleichen Beziehungen gelten fiir die Darstellungen der Operatoren in
einer Basis, in Form von n x n Matrizen.

A.12.2 Baker-Hausdorff-Formeln

a) [edeB = AtBH3ABILOK)

b) [ B = At AABI 1O

N

O lerCe? =C+ A0+ =[A4AC)] + =[A A A0 + ..

1 1
2! 3!

K steht abkiirzend fiir Terme mit Vielfach-Kommutatoren wie z.B. [A, [4, B]].

A.12.3 Hellman-Feynman-Theorem

H), sei ein hermitescher Operator, der von einem Parameter \ abhangt.
Seine normierten Eigenzustidnde seien |1,), mit Hy|yy) = E\|¢y). Es gilt

d d

A d -
5= gyl = ol (A ) 1)
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A.12.4 Reine Zustinde mit mehreren Freiheitsgraden

Reale physikalische Systeme besitzen sehr viele Freiheitsgrade. Dazu ge-
horen in der Ortsraumbasis die drei Ortskoordinaten fiir jedes Teilchen,
sowie z.B. Spinfreiheitsgrade.

Allgemeiner: wenn {|e4)}, {|es)},... orthonormale Basisvektoren zum
Freiheitsgrad A, B, ... sind (z.B. {|z)}, {|y)},...), dann sind, wie schon

in Kap. angesprochen,
lea,ep,...) = lea)®lep)... = lea)ler) ... (A.188)
die Basiszustdnde des gesamten Hilbertraums, mit dem Skalarprodukt
(ea,€p,...lear,ep,...) = (ealea) - (eplep) ... = 0aadpp ..., (A.189)

und ein allgemeiner reiner Zustand des Hilbertraums ist eine Linearkom-
bination der Basisvektoren. Der Operator

lea,ep,...)(ea,en,...|

ist ein Projektionsoperator auf einen Basiszustand, und die Summe iiber
alle diese Projektionsoperatoren ergibt wie immer den Einheitsoperator
im gesamten Hilbertraum:

DD leaen, . eaes, .| = 1. (A.190)
A B

Ein Operator O 4, der nur in einem der Teilraume wirkt

Oalessen..) = (Oalea) ®len) ® ... (A191)
hat dann beztiglich der Basisvektoren die Matrixelemente
<€A,€B, c. | OA |€A/,€B/, .. > = <€A’ OA |€A/> . <€B’63/> e (A192)
5
B,B'

Im allgemeinen Fall wirkt aber ein Operator, etwa der Hamiltonoperator,
auf mehrere (viele) Freiheitsgrade und kann dabei z.B. verschriankte Zu-
stinde wie

% (|Ort;,Spin,) + |Orty,Spin,) ) (A.193)

erzeugen. In diesem Zustand sind Ort und Spin korreliert (verschrankt),
wie z.B. beim Stern-Gerlach-Experiment.
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A.13 Weitere Erganzungen (2019)

A.13.1 Allgemeiner Zeitentwicklungsoperator, Dyson-Reihe

Dies ist eine Erganzung zu Kap. [3.1|und Kap. 5.4.1. In Kap. 3.1 haben wir
die Schrodingergleichung fiir den Zeitentwicklungsoperator

d -~ PN
ih% U(t,to) = H-U(t to) (3.5)

fiir den Fall kommutierender Hamiltonoperatoren gelost, mit dem Ergeb-
nis

Ut ty) = e #hoH@ G

und bei zeitunabhingigem H speziell U(t,ty) = e n(—t0)H,

Wir behandeln jetzt den allgemeinen Fall, bei dem die Hamiltonoperato-
ren auch nicht-vertauschend sein diirfen. Die o.a. Schrodingergleichung
1) zusammen mit U (to, ty) = 1, hat die formale Losung

_- t A A~
Ult,to) = 1 + %/ dt, H(ty) U(ty, to) .
to

Hier taucht auf der rechten Seite U(ty,t,) auf, fiir das man dieselbe Glei-
chung wieder verwenden kann:

~

. t R R i\ 2 t t1 R R R
Ut ty) = ]1+% At H (1) Uty to) + (%) /dtl / dty H(t1) H(ts) U(ta, to) .
to to

to

Weiteres rekursives Einsetzen ergibt die

VON NEUMANSCHE REIHE FUR DEN ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR

Ult,ty) = 1+ > U™(tto), mit (A.194)

n

=1
R —Z n t t1 trn—1 R R R
U™(t,t,) = (7> /dt1 / dty / dt, H(t)H(ts) ... H(t,) .
to to to

Die Rekursion sorgt hier fiir Integrationsgrenzen mit einer Zeitordnung:

bt >ty > >t > (A.195)
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Der Hamiltonoperator mit der kleinsten Integrationszeit ¢,, steht in der
Reihe ganz rechts und wirkt somit zuerst.

Gleichung (A.194) ist schon das Ergebnis fiir den Zeitentwicklungsopera-
tor. Im Rest von Kap. |A.13.1| schreiben wir es noch auf andere leicht ver-
anderte Arten, die hdufig verwendet werden.

Man kann insbesondere die von Neumann Reihe kompakter formulieren,
mit Hilfe eines nach seinem Erfinder Freeman Dyson (*1923) benannten
Operators:

DYSONSCHER ZEITORDNUNGSOPERATOR

. . H(t,) H(ts) wennt, > t,
H H = A.196
T< (&) (t2)> { H(ty) H(ty) wennty >t ( )

Die Verallgemeinerung auf Produkte vieler Operatoren ist analog: 7 ord-
net Operatoren nach der Reihenfolge ihrer Zeitargumente, mit der klein-
sten Zeit rechts. In der von Neumann-Reihe stehen die Operatoren
schon in dieser Reihenfolge:

Ht)H®) .. H(t,) = T (ﬁ(tl)ﬁ(tQ) . ﬁ(tn)> .

Wir konnen daher in (A.194) den Zeitordnungoperator hinzuschreiben:

A" t t1 th—1 N . R
00 (¢, 1) — (%) /dt1 / dt / dt, T(H(E)H() . H(t)).
to to to

Man beachte, dass die Reihenfolge der Operatoren im Argument von 7
das Ergebnis nicht &ndert. U™ ist deswegen von der Form

t t1 tn—1
S ::/dt1 / dts / dt, K(ti,ta, ... 1),
to to to

wobei K symmetrisch in der Reihenfolge seiner Argumente ist. Wir be-

trachten nun
t t t
™ ::/dt /dt2 /dtn K(ty,ta, ... ty),
to to to
96
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bei dem alle Integrale von t, bis t gehen. Der Integrationsbereich kann in n!
Unterbereiche mit verschiedenen Permutationen wie t; > ty > --- > ¢,
oder t, > t; > --- > t, etc. aufgeteilt werden. Wegen der Symmetrie von
K ist das Ergebnis in jedem Integrationsbereich dasselbe. Es gilt deswegen
I™ = n!S™. Wir kénnen daher auch U™ wie I mit lauter gleichen
Integrationsintervallen schreiben, wenn wir um den Faktor n! korrigieren:

) 1 R NL t t t R . R
UM (t,t,) = m] (%) /tdtl /tdtg /tdtnL(H(tl)H(tg)...H(tn)Z

und erhalten mit U(t,t)) = 1 + >.°°, U™(t,t,) eine zur von Neumann

Reihe (A.194) dquivalente

KOMPAKTE FORM DES ZEITENTWICKLUNGSOPERATORS

O(tt) = Te nlof0)dr (A.197

o
Z RICEM)

OO (t, 1) = - (_Z) /dtl /dtQ. /dt T Hi(t )...F[(tn)>

fiir beliebige zeitabhdngige Hamiltonoperatoren. Diese Form unterschei-
det sich formal vom Ergebnis fir kommutierende H(7) nur durch
den Zeitordnungsoperator. Zum Merken: Die Exponentialfunktion ist wie
immer tiber ihre Potenzreihe definiert. Der Operator 7 ordnet die dabei
auftretenden Hamiltonoperatoren der Zeit nach, mit den kleinsten Zeiten
ganz rechts.

Zugang iiber stiickweise Integration

Wir konnen zum selben Ergebnis auch auf eine andere Art kommen, die
fiir manche Anwendungen niitzlicher ist. Wir spalten das Intervall von ¢
bis t in n kleine Teile der Lange A = (¢t — ty)/n auf, wobei wir am En-
de den Limes n — oo betrachen. Innerhalb jedes (am Ende infinitesimal
grolen) Intervalls behandeln wir H(t) als konstant, d.h. H(t) = H(t;),
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wobei ¢; (z.B.) das Ende des entsprechenden Zeitintervalls ist. Der Zeit-
entwicklungsoperator von ¢;_; bis ¢; ist dann einfach e~ #2#{) und der
gesamte Zeitentwicklungsoperator wird zu

~ A

U(t,ty) = lim e i A H () g AHltn) o AH () o AH(R) (A 198)

n—oo

(Die Nummerierung ist anders als zuvor; hier ist jetzt ¢; die kleinste Zeit.)
Man beachte, dass fiir jeden Wert von n unitér ist, wihrend dies
bei einer mit endlicher Ordnung abgebrochenen von Neumann-Reihe nicht
der Fall ist.

Die Zeiten in (A.198) sind wie zuvor geordnet, mit den kleinsten Werten
ganz rechts. Wir konnten daher die rechte Seite auch mit einem zusétz-
lichen Zeitordnungsoperator schreiben. Wir nutzen nun wieder aus, dass
beim Zeitordnungsoperator die Reihenfolge der Operatoren im Argument

egal ist, 7 (ﬁ(tﬂf[(@)) =T (f[(tj)f[(ti)) so dass sie als kommutierend
behandelt werden konnen. Deswegen gilt auch

T (e_%A‘H(“) e—%Aﬁ(tj)) T <e—%A~ﬁ(tj) —%Af[(ti)) ‘

Dies konnen wir fiir das ganze Produkt (A.198) ausnutzen und wir erhal-
ten in der Tat wieder das Ergebnis (A.197):

Ult,to) = lim Te rii=mMHE) = T e i T@) a7 (A.199)
n—oo
Wechselwirkungsbild

In Kap. 5.4.1 hatten wir das Wechselwirkungsbild eingefiihrt, mit
H(t) = Hy + H,(t).
Der Zustandsvektor im Wechselwirkungsbild
wi(1) = Uf [v(0))
gehorcht der Schrodingergleichung
S 0) = B [,
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[ iy ]
wobei Uy = e~ wlt=t)Ho ynd

A~

Ht) = U BH) U, . (A.200)

Man kann auch hier einen Zeitentwicklungsoperator definieren, iiber
(W) = U (L, 1) [¥(0)) . (A.201)

Aus der Schrodingergleichung fiir [¢/(t)) folgt dann direkt die Schrodin-
gergleichung fiir U (¢, t):
zhCZUI(t to) = HL(t) UL (t,to), (A.202)

direkt analog zur zu Beginn dieses Abschnitts behandelten GI. im
Schrodingerbild.

Wir konnen daher die Ergebnisse (A.194) und (A.197) analog tiberneh-

men. Wir erhalten die Storungsreihe oder

DYSON-REIHE FUR DEN ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR

N _iftogr ..
Ol(ttg) = T e wlotimdr Z O (8, t0) | (A.203)

U (1 1) = (‘Z) /dt1 / dt, / dt, Hi (L) Hi (t2) ... H{(L,)

die genauso aussieht wie (A.197), nur mit A/ statt H. Dieses Ergebnis

entspricht Gl. (5.52) und (5.54), mit den Beispielen (5.55) und (5.57) fiir

die erste und zweite Ordnung.

Wenn man die Definition (A.200) von H/ einsetzt, dann wird der Inte-
grand in der letzten Zeile von (A.203) zu

e Ht [ () emhlm e 7 (ty) et f ()
. HS(t,) e nltn—to)Ho (A.204)

und man sieht eine Struktur mit ungestorter Zeitentwicklung,
bei der zu n Zeitpunkten der Storoperator Hy wirkt.
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A.13.2 Reellwertige Kombinationen der Kugelflichenfunk-
tionen

Die in Kap. [6.5.5|besprochenen Kugelflichenfunktionen Y;"(6, ¢) = (0,¢ |1, m)
bilden zusammen eine vollstindige Basis im Raum aller winkelabhangi-
gen Funktionen. Die Y, ~ (—1)™ e"™¥ P/(cosf) sind wegen des Faktors
e™? komplexwertig. Sie sind durch diesen Faktor Eigenfunktionen von
£ %%. Mittels Linearkombinationen €™ + ¢~"™% kann man alternativ
eine reellwertige Basis Y},,,(¢, ) im Raum der winkelabhidngigen Funktio-

nen wihlen?|

z

7 (" + (=) Y™) wennm >0,
A wenn m = 0, (A.205)
7 (" = (=1)"Y™) wennm <0

Man beachte, dass die Y}, keine Eigenfunktionen von L. mehr sind. Fiir
ein wasserstoffdhnliches Atom ohne dufleres Magnetfeld hiangen die Ei-
genenergien nicht von m ab, und daher sind auch Linearkombinationen
wie (A.205). Winkelanteile von Eigenfunktionen des Hamiltonoperators.
Wenn ein dufieres Magnetfeld vorliegt, ist dies nicht mehr der Fall.

Die Y}, lassen sich leicht in den kartesischen Koordinaten z = r sin 6 cos ¢,
y = rsinfsin ¢ und z = r cos § ausdriicken. Beispiele:

[l =0 (s-Orbital) : Y, =YY" = m (A.206)
}/1,1 = Pz = C %

| =1(p-Orbitale): Y, 1 = p, = c?¥ (A.207)
Yi,O = p. = C %

(A.208)

*Die Namen Y;", Y}, und die Faktoren (—1)™ werden in der Literatur nicht einheitlich

verwendet.
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Yip = dpyp = 2
Y2,1 = d. = 2 f—f
[ =2 (d-Orbitale) : Y, ;1 = d. = 2J ¥ (A209)
YQ,—2 = dacy = 2 %
Y20 = d» = C'/ \/§ ?’Zj—gﬁ

mit Normierungskonstanten ¢ = \/g und ¢’ = \/% .

Wegen 22 — y* = (z + y)(z — y) sieht d,»_,» genauso aus wie d,,, aber mit
um 45 Grad gedrehten Achsen z 4+ y und x — y. Die Funktionen aus den
Beispielen sind in Abb. graphisch dargestellt.

V4 Z Z Z Z
Abbildung A.8: Reelle Kugelflichenfunktionen Y,,,: s, p, und d Orbitale. Der
Radius r = /2% 4+ y? + 22 der dargestellten Flichen ist proportional zu |Y,,|,

die Farben geben das Vorzeichen der Funktion wieder.

(Von https://de.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/43856-real-complex-spherical-harmonic-transform-gaunt-coefficients-and-rotations, 23.6.2019)
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A.13.3 Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Zu den untersten Radialwellenfunktionen R,,;(r) fiir Wasserstoff (7 = 1)
aus Kap. zeigt die Abbildung die Wahrscheinlichkeitsdichten 72 R*(r),
das Elektron beim Radius 7 zu finden. Man beachte die unterschiedlichen
Skalen.

R110, n=1, 1=0
Probabilty of Finding Electron
1.0}

08}
06}
04}

0.2;

i 3 3 " Distance from proton [A]

szo, n:2, |:O

Probabilty of Finding Electron
03 /
0.2
) v/

! 2 4 6

et (-5 Y
- 28}

3 Distance from proton [A]

R2’1, n=2, 1=1

Probabilty of Finding Electron
03}

02| So7n

[ Le >

0.1}

3 i 3 3 Distance from proton [A]

R3’1, n=3, 1=1

Probabilty of Finding Electron
0.20

Abbildung A.9: Wahrscheinlichkeitsdichten r*R*(r), das Elektron im Wasser-
stoffatom beim Radius r zu finden.

(Von https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d7/Radial_Wave_function_Probability_for_Hydrogen_Atom.png, 23.6.2019)
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